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PREDGOVOR 

Zbirka formula iz matematike namijenjena je 
najSirem krugu Citalaca: osnovcima, srednjoSkol- 
cima, studcntima, KV radnicima, tehniCarima, in- 
Zenjerima, ekonomistima, profesorima i svim os- 
talim koji se zanimaju za matematiku. 

U knjizi su sabrane sve vaZnije formule iz mate¬ 
matike koje su potrebne za izradu z a da taka iz 
aritmetike, algebre, geometrije, analitiCke geo- 
met rije i elemenata matematifike analize. 

PraktiCna vrijednost ove zbirke je u tome Sto su 
formule sloZene pregledno i svaka se moZe brzo 
i lako nadi iz sadrZaja. 
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MATEMATICK1 ZNACI I SIMBOLI 

Zn»k Cita sc 


1. Ziuci reda, poretka 


1 2.,... r xi 

y . . . . 


prvi, drugi 
koma, zarez 
ta£ka 




i tako dalje do 
i tako dalje neograniCeno 
ajedan,a dva, a n 


2. Znari jednakosti i nejednakosti 


jednako 

identifino 


=* .nije jednako 

# .nije identifcno 

~ .proporcionalno 

558 .pribliino jednako 

- .•.odgovara 

> .vede od 


< 

> 

< 


manje od 
ve£e ili jednako 
manje ili jednako 
mnogo ve£e 
mnogo manje 


1 




















Zn»k 


Oita »e 


3. Onovne ra£uiuke operacije 


*,x 
- / : 


% . 

Voo • • • *v V* ' * * 

( U3.{) 

t • • • I 

4. Geometrijski zmd 

I 

Jt . 


O t ft 


• • 


rad 

X 

k 

A 


aB 

aB 


plus, vise 
minus, inanje 
puta 

kroz, podijeljeno 
poctotak, procena! 
promil 

zagrade: mala, srednja i 
venka 


paralelno 

nije paralelno 

normal no, okomito 

stepen, minut, sekund 

radijan 

ugao 

pravi ugao (90 ) 

trougao 

sliCno 

podudarno 

dui AB 

luk AB 


Lnmk 


Cita 


5. Znaci u algebri i elementima analize 

IZl.apsolutna vrijednost bro- 

j*Z, moduo Z 

sgn .signum 

it! .n faktoriel 


© 


n nad k 


suma 


n .proizvod 

x 2 , x 3 ,..., x n .x na kvadrat, x na kub 

x na n-ti (stepen) 

Vx", Ifc ...»tyT... kvadratni, kubni(tre£i) 

n-ti koijen iz x 

log**.logaritam a za bazu b 

log x.logaritam x za bazu 10 ili 

logx 

In x.. logaritam x za bazu e ili 

lnx 

i . imaginama jedinica 

*.,.Pi 

( ). matrica 

I I ili det. determinanta 

f(x). fodx 




































Znak 


Cita 


GraniCne vrijednosti 


00 v.beskonaCno 

(a, b).interval ab 

[a, b].segment ab(zatvoreni in¬ 

terval) ~ 

.teii ka 

lim.limes 

lim f (x).limes f od x kad x teii ka a 


Diferendjalni i integralni raCun 

Ax.delta x 

Af(x).jlelta f od x 

f (xV, P* (x),.f prim od x, f sekund 

.a, P n) (x).od x, f n-ti od x 

dy.dy, diferenciial od y 

df (x).diferencijal t od x 

dy d 2 y d n y dy po dx, d dva y po dx na 
dx dx 7 ’ dx**.. kvadrat,dn-tiy podxnan 

/.integral 

/f (x) dx.integral f od x dx 

J f(x) dx integral f od x dx od a do b 


F(x) 


F od x u granicama a i b 


b 


Znak 


Cita se 


8. Simboli teorije skupova 
A = ( a., a..a_ \ ski 


: 


a j, a 2 ,.... a p J skup A ie skup elemenata 
a R |k = 1,2,... } •u a 2 **-» a n 


(a R ).opSti Clan skupa 

Vx.za svako x 



postoji 
element iz 
nije element iz 
slijedi 

ekvivalentno 


prazan skup 


D.nadskup 

U.unija skupova 

O.presiek skupova 

\.razlika skupova 

N.skup prirodnih brojeva 

Z.skup cijelih brojeva 

Q.skup racionalnin brojeva 

1 .skup iracionalnih brojeva 

R.skup realnih brojeva 

C..skup kompleksmh brojeva 


9. Poseban znak 



painja! karakter.greSka 
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ELEMENT! TEORIJE SKUPOVA 

Ako je S skup, tada x £ S oznafia- 

va da jc x clement skupa S. T x ) 

Dva skupa su jednaka ako i samo 
ako se sastoje od istih elemenata. 

Skup ne zavisi od poretka kojim 
su dati dementi Npr. skupovi 

A = {U.3}iB={3,l,2}sujedna- 
ki tj. A = B. 


Skup ie konaCan ako ima konadan 
broj elemenata, a beskonaCan ako 
broj njegovih elemenata nije kona- 
Can. 

Skup B je podskup skupa A ako je 
svaki element skupa B ujedno i ele¬ 
ment skupa A. 1 

BC A ill ADB 


A 


B CA 


Npr. A * {1,23.4} B = {i^JbCA 
ili A3B. 


Unija skupova A i Bie skup eleme¬ 
nata koji se nalaze bar u iednom 
od skupova A ili B. Npr. A=U ,2 ,3}, 

B ={2,4,6} AUB= {1.23,4,6} 



A UB 



Presjek skupova A 1 B je skup svth / ^ N* 
elemenata koji istovremeno pripa-/ A fy\ B 
daju i skupu A i skupu B 

Npr. a /*-% d 

A ={l,2,3}, B={- 1,0,1} , AOB-ll) A 08 

Diferencija (razlika) skupova A i 
B je skup svih elemenata skupa A 
koji nc pripadaju skupu B. Npr.g^jVf j 15 

A={l ,2,3,4} B=Kl ,3} > 

Prazan skup je skup koji nesadrii ^ v g 
nijedan element i oznaCava se sa 
0 ={ } Prazan skup je podskup 

svakog sKupa. 

A0*{O) t 0 

PREGLED OSNOVNIH SKUPOVA BROJEVA 
Skup svih prirodnih brojeva N 


A\B 


N je skup svih cijelih pozitivnih brojeva. 

U skupu N definisane su operacije sabiranja, 
mnoienja i stepenovanja. 
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Skup svih cijelih brojeva Z 

Z jc skup svih cijelih pozitivnih i negativnih broje¬ 
va i nule tj. Z ={..., n(n+l);-n;...;-I ;0; 1;..J Z 
skup sadrti u sebi skup prirodnih brojeva. U sku- 
pu Z definisane su operaciie sabiranja, oduzimanja, 
mnoienja i stepenovanja (eksponent £ N). 

Skup svih rarionalnih brojeva Q 

Q je skup svih brojeva koji se mogu predstaviti u 
obliku p/q gdje su p, q £ Z, q # 0. Npr. -5; -3/4; 
0; +1/7;+ 12 su elementi skupa q. 

Skup Q sadrii u sebi skup cijelih brojeva Z. U sku- 
pu 0 su definisane operacije sabiranja, oduzima- 
nja, mnotenja, dijeljenja (djelitelj * 0), stepenova¬ 
nja (eksponent t N). 

Skup svih iracionalnih brojeva 1 

I je skup svih brojeva koji se ne mogu predstaviti 
u obliku p/q gdje su p, q f Z, q t 0). To su npr. 

\/2 y y/3, 7r, e, In2, log3 itd. 
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Skup svih realnih brojeva R 

R je skup koji sadxli sve racionalne (Q) i iracional- 
ne(I)brojeve. Npr.-3; 0; 1/5esu £R. 

U skupu realnih brojeva definisane su operacne 
sabiranja, oduzimanja, mnoZenja, dijeljenja (djeli¬ 
telj # 0), stepenovanja, koijenovanja (podkorjena 
veliCina > 0), logaritmovanja (baza > 0, # 1, lo- 
garitmi pozitivnih brojeva). 

Skup svih kompkkmfli brojeva C 

C je skup koji sadrti sve realne i sve imaginarne 
brojeve. Npr. +3; 5i; 3-2i; >/5+y/T i; j-fsu £ C. 

(i-xTT). 2 

U skupu kompleksnih brojeva definisane su ope¬ 
racije sabiranja, oduzimanja, mnotenja, dijeljenja 
(djelitelj * 0), stepenovanja, koijenovanja i logarit¬ 
movanja (baza 1 1). 
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aritmetika 

Brojna oaa. PraUtavijanje brojeva 

Brojna osa je prava linija koja ima od/eden pode- 
tak (ishodiSte) .smjer i razmjeru. Svakoj tadki broj- 

B 0 A 

* ‘ ‘ ^ 

•4 -3 * 2-10 1 2 3 4 

ne ose odgovara jedan broj. Tako npr. tadka A 
predstavlja broj 2, tadka B broj -3. Tadke su na 
brojnoj osi odredene udaljenoSdu od ishodiSta (du- 
iina 0A ili OB) pri demu se uzima u obzir i smjcr. 
Ako je ta duiina izmjerljivajedinicom duiine, tad- 
ka predstavlja racionalan broj, a ako nije izmjerlji* 
va, iracionalan. Kompleksni brojevi se predstavlja- 
ju u kompleksnoj ravni. 

Osnovne radunske operative 
Sabiranje 


Sabirak + sabirak = zbir 
5 + 8 = 13 1 

Zakon komutacije: 5 + 8 = 8 + 5 
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Oduzimanje 
manjenik - umanitelj 

_LZ_:_ __ 

A Ne vaii komutacija: 17-9^9-17 

Mnoienje 





noienik 

... 2 


mnoiitelj 

_3_ 



Zakon komutacije 



aktor 

7 


• faktor 

3 


= 3-7 


pro 



Dijeljenje 



djelitelj 


kolidnik 

—A _ 


A Ne vaii komutacija : 32 : 8 + 8 : 32 



osnova, baza 
eksponent, izloiitelj 
stepen _ 
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RE DOS LI JED RADNJ1. ZAGRADE 

a) Kod izraza sa zagradama u kojima nema viic 
zagrada ili kod izraza bez zagrada: 

- prvo se vrle radnje zatvorene u zagradama 
pri Cemu sc mnoienje i dijeljenje vrti po re¬ 
do kako dolazc ali ranije od sabiranja i odu- 
zimanja; 


- zatim ostalc radnje pri Cemu mnoienje i 
dijdjenje po redu kojim dolaze ali ranije od 
sabiranja i oduzimanja. 
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b) Kod izraza sa milim, srednjim i velikim zagra¬ 
dama: 

- prvo se vrte radnje zatvorene u malim za¬ 
gradama po pravilu a), 

- zatim radnje u srednjim zagradama po pra¬ 
vilu a), 

- zatim radnje u velikim zagradama po pravi¬ 
lu a) 

- na kraju ostale radnje po pravilu a). 

Npr. 2-{l00—3-[45—2(3-6—16:2)]} + 10 
Redoslijed radnji: 

3-6—16:2*18-8 * 10; 

45-2 10=45-20*25; 

100-325=100-75=25; 

2*25+10*50+10=60. 

PROST11 SLOZENl ROJEV1 

Svi cijeli broievi. osim 1, imaju najmanje dva dje- 
litelja: broj 1 i samog sebe. Ako broj nema drugih 

djelitelja osim ova dva naziva se prostim. Brojevi 
koji osim broja 1 i samog sebe imaju i drugih dje¬ 
litelja nazivaju se sloienim. Npr. broj 13 je prost 
(djeljiv sa 1 i 13)„ broj 14 ie sloien (djeljiv sa 2 i 
7 osim brojem 1 i samim aobom). 
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Tabeia prostih brojeva od 1 do 1069 





Uslovi djeljivosti brojeva 

- Broj je djeljiv sa 2 ako mu je zadnja cifra par- 
na ili nula. 

- Broj jc djeljiv sa 3 ako mu Je zbir cifara djeljiv 
sa 3. 

- Broj je djeljiv sa 4 ako su mu dvije zadnje cifre 
nule ili Cine broj djeljiv sa Cetiri. 

- Broj je djeljiv sa 5 ako mu je zadnja cifra 0 ili 5. 

- Broj je djeljiv sa 6 ako je istovremeno djeljiv sa 
2 i 3. 

- Broj je djeljiv sa 8 ako su mu tri zadnje cifre 
nule ili Cine broj djeljiv sa 8. 

- Broj je djeljiv sa 9 ako mu je zbir cifara djeljiv 
sa 9. 

- Broj je djeljiv sa 10 ako mu je zadnja cifra 0. 

Napomena: 

Uslov djeljivosti broja sa 7 je dosta sloven i nema 

praktiCnu primjenu. 
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RASTAVUANJE NA PROSTE FAKTORE 

Svaki sloZeni broj sc mote predstaviti u obliku 
proizvoda prostih brojcva. Npr. 40*8-5*2-2-2-5 

Kod vedih brojcva mole sc upotrijebiti slijedede 
pravflo: 

Pokuiajmo dijcliti zadani broj sa 2. Ako ngc djc- 
ljiv sa 2 uzmixno iz tabele prostih brojcva stijede • 
6c proste brojcvc dok nc nademo ncki kojim jc 
zadani broj djeljiv. Na dobiveni kolidnik primije- 
nimo analogan postupak dok na kraju kao koliC - 
nik nc ostane prost broj. Formalan proizvod pros¬ 
tih brojcva koji su dijelili zadani tyoj predstav - 

# 

lja dati broj rastavljen na proste faktore. Na pri¬ 
nter: 

1422 I 2 tj. 1422 » 2.3 • 3 • 79 
711 3 

237 3 

79 I 79 
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NAJVECl ZAJEDNlCKl DJEUTEU - NZD 

NZD nckoliko brojcva jc najvcdi broj koji jc u is- 
to vriieme djelitelj svakog od ovih brojcva. Npr. 
150, 210, 180. Rastavimo date brojcvc na proste 
faktore: * 

150«2'3'S’S I 

210*2-3-5-7 f NZD (150, 210, ICO) * 2*3*5 * 30 

180-2'2’3’3'S J 

Ako jc NZD nekih brojcva 1 onda sc ti brojevi 
nazivaju medusobno prostim. Npr. 6, 10, 15. 
6 * 23\ 

10 ■ 2-5 f NZD (6, 10, 15) « 1 

15 * 3 5 J 

NAJMANJI ZAJEDNlCKl SADRZlLAC - NZS 

NZS nckoliko brojeva je najmanji broj u kome se 
svaki od datih broieva sadrii. Npr. NZS (288. 360) 


} 


288 

144 

72 

36 

12 

4 

1 


360 

180 

90 

45 

15 

5 

5 


najmanji broj 
rii. Npr. NZS 


NZS (288. 380) = 

- 2-2-2 3 3-4S 


1440 


NZS dva medusobno prosta broja jednak jc njiho- 
vom proizvodu. 
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R AZLOMCI 

2___ brojnik 
5 nazivnik 


Pravi razlomak: brojnik < nazivnik 

Nepravi razlomak: brojnik > nazivnik 

N(jeloviti razlomak: zbir cijelog broja i pravog 

razloiqka (znak + se izostav- 



Pro&irivanje i skralivanje razlomak a 


fH-tt 

15 _ IS : 3 

36 ~ 3577 



Vrijednost razlomka se ne 
mijenja ako se i brojnik i 
nazivnik pomnoie ili podije- 
le proizvoljnim, istim bro- 
jem + 0. 


Poredenje razlomaka 

a) Razlomci istih nazivnika 

2_ Ved je onaj razlomak dji je 

5^5 brojnik ved. 


b) Razlomci istih brojnika 

JL ^ 7 Ved je onaj razlomak 6$i 

4 6 je nazivnik manji. 

c) Razlomci razlidtih brojnika i nazivnika 


i* 




3-5 


il 

35 

15 

3F 


Nade se NZS nazivnika, 
razlomci se prolire tako 
da im nazivnici budu isti 
i onda se primijeni pra- 
vilo a). NZS (5,7) * 35 

f<T 


OSNOVNE RACUNSKE OPERA CUE 
SA 


a) Istih nazivnika 

w-v-* 


Brojnid se saberu (oduz- 


T 


mu), a nazivnik prepile 
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b) RizliCitih nizivnika 

NZS (3,4) * 12 
T-HiHI = 15 NZS(5.6)-30 

Nade se NZS nizivnika, razlomci sc proiire a 
zatim postupi po pravilu a). 

c) Mjeioviti razlomci 

Mjeioviti razlomci te pretvorc u ncprave raz- 
lomke pa k postupi po pravOu b). 


i' ri * lie 

A 3-f-f 

Djjdjenjc _1_ 


Proizvod brojnika u 
brojnik. proizvod 
nizivnika u nazivnik 


Dijelicnik sc po pravilu 
mnoienja pomnoii re- 

dprodnom vrijednoidu 
djelitelja (brojnik i na¬ 
zivnik meduaobno za- 
mijcnc n^esta). 




DVOJNI (DVOSTRUKI) RAZLOMCI 




Glivni razlomafcka crta 
2,8 - vanjski dlanovi 
5,7- unutrainji Clanovi 




proizvod v a njskih Clanova 
proizvod unutrasnjili flanova 


= - 4 - ; 

7 7 1 

DECIMALNI BROJEV1 

Decimalni brojcvi su razlomci sa nazivnikom 10, 
100, 1000 itd. 

Npr. 0,2 = ^; 10,35 = 10 

Oaobine dccimalnih brojcva 

1. Decimalni broj sc nc mijenja ako mu sa dcsnc 
strane dopiScmo proizvoljan broj nula. Npr. 
9,2 ■ 9,20 = 9,2 (j 0 = itd. 
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2. Decunalni broj se ne mijenja ako odbadmo 
nuk koje se nalaze desno na njegovom kraju. 
Npr. 0,02500 * 0,025. 

A Nuk koje « ne nalaze na kraju ne tmiju ae 
odbachrati: 0,025 0,25. 


3. Decunalni broj ae povedava 10,100,1000 itd. 
puta ako mu ae zarez premjesti za jedno, dva, 
tri itd. mjesta ndeano. Npr. 100 * 0,365 = 36,5 

4. Decunalni broj ae smanjuje 10,100,1000 itd. 
puta ako mu ae zarez premjeati za jedno, dva, 
tri itd. ngesta ulgevo. Npr. 123 : 10 * 138. 



Vrti ae isto kao i kod djelih brojeva tamo ae kod 
potpMvanja mora voditi raduna da decunalni za- 
rezi aabiraka (umanjenika i umanitelja) dotfu je- 
dan ispod drugog. Npr. 1,4 + 238 + 0,021 * 

1,400 ) 

2380 V + 

0,021 J 
JW 


Mnotenje dedmalnih brojeva 

Vrli se itto kao i kod cijelih brojeva vodedi radu- 
na da proizvod mora imati broj mjesta iza deci- 
malnog zareza jednak zbim mjesta kod faktora. 
Prije upisivanja decimalnog zareza ne tmiju se od- 
badvati nule sa desnog kraja (ako se pojave). Npr. 
0,04 • 1,125 ; 4 • 1125 = 4500. Broj mjesta u 
proizvodu mora biti 2 + 3 = 5 pa je 0,04 - 1,125 = 
= 0,04500 = 0,045 

Dijekpje dedmalnih brojeva 

Djelitelju se premjesti decimalni zarez udesno za 
onoliko mjesta koliko je potrebno da postane cio 
broj. Za isto toliko mjesta zarez se pomjeri udes¬ 
no dijeijeniku i dijeljenje obavi kao kod cijelih 
brojeva vodedi raduna o decimalnom zarezu kod 
kolidnika. Npr. 0,144 : 0,6 * 1,44 : 6 * 034 
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RACUNSKE OPERAC1JE SA NULOM 
Sabiranje 

5 + 0*5 £+0«£; 1,25 + 0*135 
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Oduzimanje 

8-0-8; 3-^ — 0- 3-^-; 0,35-0-0,35 

Mnoienje 

4 0 = 0; 2-^-.0-0; 3,63-0 = 0 

Pijeljenje 

a) 0 : 3 * 0 ; 0:2,17-0; 0:l^-0 

b) Operacija dijeljenja sa nulom nema aritmctiC- 
kog smiala tj. 3 : 0 ncpostoji. U sluCaju da dje- 
litclj nije nula nego se neogranideno pribiiiava 
nuli kolidnik tc ti u beskonadnost. 

c) 0 : 0 je neodredeno, jer za bilo koji broj x vaii 
x • 0 * 0. Ako dijeljenik i djelitelj nisu nule 
nego se neogranifieno pribliiavaju nuli onda je, 
metodom granidnih vrijednosti, mogude nadi 
kolidnik. 


ALGEBRA 


NEGATTVNI 

3 — 5 = — 2 


T 


IJEV1 


Oduzimanjem od manjeg broja vedeg dobiva se 
negativan broj. 

Apaofatna vrgedaost 

I—2| - 2; |+3|-3; l-^l-U 




-¥ 




Npr. ign(-13) 

raCunske 


zii>0 
za a < 0 

IzLsI 

- 1,8 




sgn a dita 
signum a 


=»- 


1 


SA NEGATIVNIM 


I ai 


(-2) + (-3) * - (2*3) * -5 

Zakon komutadje: (-3) ♦ (-4) ■ (-4) ♦ (-3) 
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Oduzimanje 

M) - (-3)« -(4-3) - -1 
(+5) - (-2) = (5+2) ■ 7 
A (—3) - (—4) # (-4) - (—3) ne vaZi zakon ko- 

Mnoieqe mUtaci j e 

(+3) . (+4) = +12 
(-2) • (-5) * +10 
(-4) • (+6) - -24 
(- 6 ). (+ 2)--12 
Zakon komutacije: (-3) • 

DI4M* 

(+ 8): (+2) - +4 

(-14): (-7) - +2 
(-15) : (+3)--5 
(+18): (-6)— 3 

A (+8) : (-2) # (-2) : (+8) ne vaii zakon ko- 

RACUNSKE opera cue 
SA OPSTIM brojevima 

Oslobadanje zagrada 

+<+a)-+a; +(-a)--a; -<+a)--a; -(-a)-+a 
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Ako pred zagradom stoji znak + zagrada se izos- 
tavlja i broj ostaje sa onim predznakom koga je 
imao u zagradi. Ako pred zagradom stoji znak - 
svim Clanovima zagrade mijenjaju se predznaci. 

Sabiranje i oduzimanje 

a+ (b-c) - a + b - c 
a- fb+c) * a - b - c A 
a-(b-c) * a - b + c A 
a+ (b-c+d) • a + b- c + d 
a - (b-c+d) * a-b + c-d A 
Mnoienje 


Zakon komutacije: a • b = b • a 

(+a) • (+b> = +ab 
(- a) • (-b) - +ab 
(- a) • (+b) * -ab 
(+a) • (-b) *-ab 

Mnotenge vile faktora 

Pri mnoienju vile faktora proizvod je pozitivan 
ako je broj negativnih faktora paran, a negativan 
ako je broj negativnih faktora neparan. 
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Mnoienje algebarskih zbirova 

(a-b+c) • (d-e) = (a-b+c) • d-(a-b+c) • e = 

= adbd+cd -ae+be—cc 

Algebarski zbir sc mnoii algebarskim zbirom tako 
da sc svi sabird prvog zbira pomnoie redom sa 
svim sabirctma drugog zbira i ti proizvodi algebar¬ 
ski sabcru (vodeti ra6ui» o predznacima). 

A (abc) • d * (ad) • be 

Proizvod viSe faktora mnoii sc brojem tako da 
se aamo jedan faktor (npr. a) pomnoii tim brojem 
i taj proizvod pomnoii preostalim faktorima. 


Dijetjenje 

(+*): (+b) - ♦ (a : b) 

(-a): f-b)* + fa : b) 

(-ai: (+b) *- (a : b) 

(+a): (-b) *-(a : b) 

A a : b * b : a - nevaii 

(i+b-c):d=±+J-f- 



Algebarski zbir ae dijeli brojem tako da se avaki 
sabirak podijeli tim brojem 1 ti kolitnici algebar¬ 


ski sabem. 



(abc): d =^*bc 

Proizvod viSe faktora dijeli se brojem tako da se 
aamo jedan faktor podijeli tim brojem i koliCnik 
pomnoii preostalim faktorima. 

STEPENOVANJE 

4 duU n put« 

a a a a s i f ’: a a a-...-a = a n ' 

gdie su: a - osnova, baza; n - eksponent, izloii- 
teq; a n — stepen . 

Stepenovanje nulom 

a° 3 1 (a*0) 

Svaki broj razlidit od nule stepenovan nulom daje 
jedinicu. 

Predznak stepena 

a n >0 zaa>0; nEZ 

(—a) 2n > 0 (eksponent paran) ; a > 0 
(-a) 2n+1 <0 (eksponent neparan) a > 0 


Sabiranje i oduzimanje stepena 

Sabirati i oduzimati se mogu samo stepeni kod 
kojih su baze iste i eksponenti isti. 

Npr. 3a 4 + 2a 4 * 5a 4 ; 5a J - 2a 2 = 3a J 

Mnoienje stepena 

a) Iste baze 

a 2 • a 3 = (a a) • (aaa) * a 5 * a 2+3 



b) Istog eksponenta 

a 3 b 3 * (a a a) • (b b b) - (abHabHabK^) 3 



DiMjenje stepena 

a) Iste baze 


a* a 1 


a-a-a 




a 3 - a 51 


a m : a" = a” n 
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Binomni koeficijenti mogu se odrediti i pomo6u 
Paskalovog trOUgla: Stepen binotni 


1 

1 1 
1 2 1 
13 3 1 

1 4 6 4 1 


n » 0 
n = 1 
n = 2 
n = 3 

n = 4 


Svaki koeficijent jednak je zbiru dva koeficijenta 
koja sc nalaze iznad njega sa lijeve i desne strane. 


Rastavtjanje na faktore 



razlika kvad. 
zbir kvadrata 


3 -b 3 =(a-b)(a 2 + ab + b 2 ) 

a+b) (a 2 - ab+b 2 ) 


a 3 +b 


razlika kub. 
zbir kubova 


a 4 - b 4 * * (a 2 - b 2 ) (a 2 +b 2 ) 

= (a-b) (a+b) (a+b-V2ib) (a+b+V^b) 

* (a-b) (a 3 +a 2 b+ab 2 +b 3 ) 
a 4 +b 4 = (a 2 +b 2 -ab\/2) (a 2 + b 2 + ab>/J) 
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Opdenito 

a) Parni eksponcnti n € N 


a 2n -b 2 ° = (,-b) (^1+,’"^+. ..+ab 2 * 2 +b 2n - 1 

a 2 "+b 2 "=*(* n +b"-*^ b^>/5) (i"+b n +tV sJT 


b) Nepami eksponcnti, n € N 


i 2 - 1 -b 2nl 

2n-l A kln-l 


(a-b) (a 2 ** -fa 2 °‘ 3 b+. ..+ab 2 +b* “^) 

(•+b)(* 2,> ■ 2 -• 2, - , b+...-ab 2B ■ 3 +b 2,, - 2 ) 


U desnoj zagradi posljednjeg izraza predznak 
koeficijenta je ako je eksponent kod b 
par an, a ” ako je neparan. 
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KORJENOVANJE 


korjen eksponent korjena 


Iz a 


Npr. yn 


Korjen eu 
= & 


pod korjena velicina.radtkand 


$/a® 


3 jer je 3 3 * 27 
(± a 2 ) jeTje (±a 2 ) 4 = a 1 


A 2 (j/(-a) ne postoji u realnom podruCju 

gdje su: a > 0, n E N 

Pretvaranje korjena u stepen 
Koijen proizvoda 

ViS ■ 16 => \/l? • VT6 =* 5 - 4 = 20 

Korjen proizvoda jednak je proizvodu korjena. 




Koijen koUtnfca 

vi-#B 


t 


Korjen kollinlka 
aj jednak je 
hi kolicniku korjena 
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Koijen stepena 



Proizvod koijena razlieidh izloiitdj* i istog 

radium da 

vr yi -j . y * 


Kolienik koijena razlititih izloiitdja i istog 
radikanda 



Stepcn koijena 


±b ^v^a ± vT> i n>l 



KOMPLEKSNI BROJEV1 



= i - imaginama jcdinica 
= \/(-l) a = i\/T 


Stepen imaginame jedinice 




k e z 


Kompleksan broj 

Algebarski zbir realnog i imaginarnog broja naziva 
se kompleksan broj. 

Npr. 2+3i; 3-4i; a+bi ltd. 

gdje je: a-realni dio, bi-imaginami dio. 


Konjugovano kompleksni brojevi 

Kompleksni brojevi koji se razlikuju samo u pred- 
znaku imaginarnog dijela su konjugovano komp¬ 
leksni. 

Npr. (2+3i) i (2—3i); (a+bi) i (a-bi) 
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RaCunake opendje sa kompleksnim brojevima 

a) Sabiranje 

(a+bi) + (c+di) * (a+c) +i (b+d) 
A(a+bi) + (a-bi) * 2a (reaian broj) 

b) Oduzimanje 

(a+bi) - (c+di) = (a-c)+i(b-d) 

A(a+bi) - (a-bi) = 2bi (Cist imaginaran 

broj) 

c) Mnoienje 

(a+bi) (c+di) B (ac-bd) +i (ad+bc) 
A(a+bi) (a-bi) a a 2 + b 2 (reaian broj) 

d) Dijeljenje 

a+bi (a+bi) (c-di) ac+bd ^ bc-ad 
c+di * (c+di) (c-di) c 2 +d 2 1 c 2 +d 5 
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Gcometrijsko predstavQanje kompleksnog broj a 



Tafike predstavljaju: 

A:3+2i (realni dio 3, imaginami 2i) 

B:-2+i (realni dio -2, imaginami i) 

C: -4 - 2i (realni dio —4, imaginami -2i) 

1 —3i (realni dio 1, imaginami —3i) 

Kompleksan broj a+bi predstavlja taCka u kom- 
pleksnoj ravni sa realnim dijelom a (apscisa) i 
imagmarnim dijelom bi (ordinata). 
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja 



TaCka T predstavlja kom- 
pleksan broj a+bi. Sa slike 
se vidi da jc taCka T odre- 
dena duiinom(OT) radius 
vektora r i uglom T i da je 

r = V* 1 +b*; tgT=-$- 

a = rcos f ; b = rsin f 


Kompleksan broj z moie sc predstaviti u obliku: 

z = r(cos f t isin f) Kako jc 
cost = cos(f + k 360°) 
sin f = sin(Y +k 360°), to jc opSti oblik komp¬ 
leksnog broja u trigonometrijskom obliku: 

|z = r[co8 (T+k-360Visin (f -t-k 360°)]| 
r je moduo kompleksnog broja z 
f je argument kompleksnog broja z (0< f <360) 
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RaCundte operacije sa komptcksnim brajevima u 
trigonometrijskom obliku 

a) Mnoienje 

Zj =I 1 (cos f J +isin f { ); z 2 * r 2 (cos f 2 +isin ? 2 ) 
Z| *2 =r, r,[cos(f, + f a ) + ijin(f , 


b) Dijcljenje 


z, : z 2 =-^-[cos(f , -f j)+isin(f ,-f j)] 



c) Stepenovanje 


z * r (cos f + isin *P) 


z n = r n (cosn f + isinnT )- Moavrov obrazac 


d ) Koijenovanje _ 

I vr= vr (cos 


>6Qi +isin -t.lk_3. 60° ) 
n n 

41 





JEDNAClNE 

LINEARNE JEDNAClNE (PRVOG STEPENA) 

Linearaa jednadina n jednom nepoznatom 



ax 

* b 

2 L 

a 

* b 





♦ b 


cx ♦ d 


d-b 


Provjera: UvrStavanjem rjeSenja u poCctnu jedna 
Cinu jednaCina pottaje identitet. 



SISTEM OD DVUE LINEARNE JEDNAClNE 
SA DVIJE NEPOZNATE 


Opiti_ 

ajX + bjy 

* 2 * + b 2 y » c 2 _ 

V b i» W b 2 #c 2 " kocficijcnti, 
x, y - ncpoznate 

DE RJESAVANJA 

I METODA KOMPARACUE 

c. - a.x 

1*0) 


(A L* 


0) 

( 2 ) 


(3) 


lz(2) 



W 


c,- a,x 


—a^x 


Kako su u (3) i (4) lijeve strane jednake, moraju 
biti i deme, pa je: ___ 

x | 


b, b 2 

Uvritivanjem vrijednosti za x u (3) ili (4) dob iva- 
mo i dmgu nepoznatu: f ?l x c 2 I 

y ‘ai b 2-' a 2 b i 
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n METODA SUPST1TUCTJE 

c.-a.x 

het" ( 5 > 

UvrStavanjcm (5) u (2) dobivamo jednafiinu ne 

poznatu samo po x q. --- ^ 

c i“ a i x _ baci-b^ 

a 2 x+b-, • it * Ci ^ x - . l 

22 b i ^ I a i b 2~ a 2 b t 

Uvritavanjem vrijcdnosti za x u (5) dobivamo: 


r a i p 2 ”3 p i | 

m METODA JEDNAK1H KOEFICI JEN AT A 

Mnoienjem (1) sa b 2 , a(2)sa(—b t ) i sabiranjem 
(1) + (2) dobivamo: 

a, b 2 x—a 2 b, x+b 1 b 2 y-b 2 b, y = c, b 2 b, (6) 


Iz (6) slijedi: 




1 °2 


UvrStavanjcm vrijcdnosti za x u (1) dobivamo 


bjCi-biCj . L 

a r tk— nr + b iy = c i 
a,b 2 ~ a 2 b i 


y = 


a l c 2~ a 2 c l 

a l b 2~ a 2 b l 
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IV METODA DETEI 

Matrica sistema je: 

a i b i ! c il 

3 2 ^2 I cJ 

RjeSenja su: 


if 




x = A“ ; 
gdje su: 


a 2 

a i\ / b i 

a 2 ^ s b*» 




A, = Cl V' b * 


Aj= “‘V 01 

W nc a 

Sistem od tri lineam 

OpSti oblik: 

a, x + b ,y + CjZ ■ d, 
a 2 x + b 2 y + c 2 z = d 2 

a 3 x + b 3y + C 3 z = d 3 


ANTE 


- aib 2 -a 2 b j 


= b 2 c 1 -b 1 c 2 


a I c 2“ a 2 c I 


jednaeine sa tri nepoznate 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 
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DE RJESAVANJA 

I SVODENJE NA SISTEM OD DVUE 
JEDNACINE SA DVUE NEPOZNATE 
Metodom jednakih koeficijcnata, uzimajudi dva 
puta po dvije jednadine sistema, eliminiSento jed- 
nu ncpoznatu i dobivamo sistem od dvije jedna£i- 
ne sa dvije nepoznate. RjeSenjem tog sistcma do¬ 
bivamo ijeSenja za dvije nepoznate. UvrStavanjem 
u bilo koju od jednaCina polaznog sistema dobiva¬ 
mo jednaCinu sa jednom preostalom nepoznatom. 
RjeSenjem te jednadine dobivamo tre£u nepozna- 

tu. 

U METODA DETERMINANTE 
Matrica sistema je: 
a, bj c, j d,' 

*2 b 2 c* | d 2 

^3 &3 c 3 ! d 3 

RjeSenja su: 


*2 _ A 3 


gdje su: 

a, bj C|| |dj bj Cj 

A * ^2 ^2 ^21 j d 2 ^2 ^2 

a 3 b 3 c 3 | |d 3 b 3 c 3 

a i dj C| aj bj dj 

A,= aj dj c, Aj= a, b, d 2 

a 3 d 3 c 3 a 3 b 3 d 3 

Determinante A, (Aj, A 3 ) dobiju se od osnovne 
determinante A kada se u njoj prva (druga, tre£a) 
kolona zamijeni kolonom slobodnih dlanova (d,, 

da.d ,)• 

Determinant a treleg reda se rjeiava pomo£u 
Saruss-ovog pravila: 

a i^ bj Cl l a, ^b| 

^ b 2 

Sa desne strane determinante dopiSemo prve dvi¬ 
je kolone. Zatim po Semi mnoZimo Clanove po di- 
jagonali i mnoieci taj proizvod sa doniim pred- 
znacima u Semi algebarski sabiramo. TaJco je npr. 

A — ajb^^+bjC^aa+Cjajbj-Cjb^aj — a|C^b 3 — 
- b,a 2 c 3 
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Sistem od n lineamih jednadina sa n nepoznatih 

Pomodu jcdne od navcdenih metoda kod rje&ava- 
nja sistema od dvije jednadine sa dvije ncpoznate 
(najboljc mctodom jednakih kocficijenata) elimi- 
niScmo jednu nepoznatu i sistem svedemo na sis¬ 
tem od (n—1) jednadinu sa (n—1) nepoznatom. 
Postupak nastavljamo do dobivanja jednog rjeSe- 
nja/Vradanjem tog rjeSenja u prethodno dobive* 
ne sisteme sa dvije, tri itd. nepoznate, dobivamo 
redorn ostale nepoznate. 

KVADRATNA IEDNACINA . OP$Tl OBL1K 






Viet-ova pravila 

x l + x 2 s —p x i « X3 a g| 

gdjc su: Xj i x 2 ijelenja, a p i q koeficijenti kvad- 
ratne jednadinc u normalnom obliku. 


Rastavijanje kvadratnog trinoma na faktore 

Kvadratni trinom sc moie predstavitill obliku: 
|ax a -t-bx-f c -a (x-x,) (x-Xg) | 
gdje su: Xj i x 2 ijelenja kvadratne jednadine 
ax 2 + bx + c * 0 


jednaCine viSeg reda 

Bikvadratne jednadine 

|ax 4 + bx 2 + c s 0 1 (1) 


Rjeienja: 

Smjenom x 2 * y (1) sc svodi na opltu kvadratnu 

jednadinu a y 2 + by + cj= 0 _ | (2) 

Rjeienja su: 


gdje su y! i y 2 



Binomne jednadine 

Oplti oblik: 

|y n ± a = 01 

C - ' yll 

Dijeljenjem sa a i smjenom = x n 

dobivamo: x n ± 1*0 

(x n ± 1" =0) 

Prema pravilima o rastavljanju na faktore rastavi- 
mo gomju relaciju i izjednadavanjem pojedinih 
faktora sa nulom dobivamo n ijelenja (realnih i 
kompleksnih). 

Trinomne jednadine 
Oplti oblik: 

lax 2 " + bx" + c = 0| (1) 

Smjenom x n * y dobivamo kvadratnu jednadinu 

ay 2 + by + c • 0 (2) 

Rjelavanjem jednadine (2) i vradanjem smjene 
x n = y dobivamo 2n ijelenja (realnih i kom¬ 
pleksnih). 
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RAZMJERE 

PROPORCIJE 


a, d — vanjski Clanovi, 

b, c - unutraSnji Clan. 

Svaki unutrainji (vanjski) Clan razmjere jednak je 
proizvodu vanjskih (unutraSnjih) Clanova podije* 
ijenim sa preostalim unutraSnjim (vanjskim) Cla- 
nom. 



ProSirene razmjere 

Ako je a : b = c : d onda va it relacije: 



b : a = d : c 
a • n : b • n * c : d 


a . b.. 
n ‘ n 

(a ± b 


c : d (n 0) 
:(c*d) = a:c = b:d 


(a + b): (a-b) = (c + d) 
(ma + nb) : (me + nd) = 
(ma ± nb) : (me ± nd) = 


:.(c-d) 

(ma-nb) 
(pa ± qb) 


(mc-nd) 
(pc ±qd) 
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Ako je 

a : b = c : d = e : f = ... = m : n = ... = q 


tada je: _ 

a = bq, c = dq t 
(a ± c ± e ± ... ± m ± ...) 


e 88 fq, , m = i 
y (b±d±f±...±n±... 


Dobivanje jedne razmjere iz druge dvije 

a : b ■ c : d 'l I ae 7 bf = cgTdh 


a : b = c : d 
e : f = g : h 


ae : bf 

w 


S 


t 


POSTOTNI (PROCENTNI) RACUN 


G — Osnovna svota (glavnica) 
p(%) - Postotak (procenat) 

I - Procentni (postotni) iznos 
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KAMA TNI RACUN 

G - Osnovna svota (glavnica) 
p (%) — Postotak (procenat) 
k — Kamate 


Za godine (v) 


G 


100 
100 k 

P-v 

100k 

Gv 


Za dane (d) 

Gpd 

k ~ 36550 

^ _ 36000 k 

u - —-- 

p • d 

36000 k 
P . " G d 


nepoznato k 


nepoznato 


nepoznato p 


v = 


C - 

C n - 

n - 
a - 

C„ = 


100k 360i 

G • p _ G • ] 

iii kamatni niCun 

Osnovna vrijednost 
KonaCna vrijednost 
Vrijeme u godinama 
Anuitet 

C( i + JL ) i + _£_ = 

{ 100 ' ’ 100 


, _ 36000 k nepoznato 
G D v(d) 


kamatni 

faktor 


a = 
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. C q n (q-1) 


q n -l 


- anuitet 


Neprekidno ukamalivanje 


C„ = Ce ffi 


e = 2,71828.... 


NIZOVI I REDOVI 
AritmetiCki niz 

AritmetiCki niz je niz brojeva a,,a 2 , a 3 a 
sa osobinom a 2 - = a 3 - a 2 = ... = a n -a^ 


sa osobinom a 2 - = a 3 - a 2 = ... = a = d 

gdje je d - diferencija niza. 

Niz se mo2e predstaviti u obliku: 

i, , a,+d, a,+2d,.... a,+(n-l) d,... 

n-ti Clan niza je: a n = a, + (n-1) d 

Zbir prvili n Clanova niza je: 

S n = ( a . + a n ) 

Ako Clanove niza spojimo znakom plus, dobiva 
mo aritmetiCki red 


a, + a^ + a 3 + ... + a n + ... = I a, 
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(,eometrijski niz 

Geometrijski niz je niz brojeva a t , a 2 , a 3 ,...,a 
sa osobinom 


• • 


a z 


... =■ q 


n-l 


\* je: if - kolidnik niza. 

zavisootti o4 broja dlanova gpomtttijski 


mole bMk 

a) Konadan 


Niz 


predstaviti u oMikti: 


V a q, a,q 


, .... * q*“* 


n-ti Clan niza jc: a n = • q r 

Zbir prvih n dlanova niza je: 

s = t| 44 

n 1 q-1 


n-l 


Ako dlanove niza spojimo znakom plus dobi 
vamo geometrijski red 

n-l * 

a i + a 2 + a 3 + - + a n = 1 a i q 

k=o 
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b) Beskonadan 

Ako broj dlanova geometrijskog niza teii u 
beskonadnost (n -* 00 ) dobivamo beskona¬ 
dan geometrijski niz. 

Suma beskonadnog geometrijskog niza zavisi 
od apsolutne vrijednosti kolidnika niza. Ako 
je 1 q | > 1 suma niza je beskonadna. Ako 

je | q | < 1 tada je suma beskonadnog geo¬ 
metrijskog niza: 



Ako dlanove beskonadnog geometrijskog niza 
spojimo znakom plus dobivamo beskonadan geo¬ 
metrijski red. Red je konvergentan ako je |q|<l , 
a divergentan ako je | q | > 1. 

Interpolacija 

Ako izmedu dlanova a i b aritmetidkog (geomet¬ 
rijskog) niza ielimo interpolirati r dlanova tada 
je nova diferenciia (kolidnik): 

b-a , 

d= 77T q=Va 
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L O G A R I T M I 


Iz 2 3 = 8 =* log 2 8 = 3 

2 — baza 

g — zadani broj Ciji logaritam traiimo 

3 - traieni logaritam tj. broj kojim treba stepe* 

novati bazu da se dobije zadani broj. 





Logaritam proizvoda 
log (a b) = loga ♦ logb 

Logaritam kolidnflta 
log -fr = logt-logb 

Logaritam stepena 

[log a n = n log a 

Logaritam koijena 

log^=i5&A 


Dekadaki i prirodni logaritmi 

Dekadski logaritmi su logaritmi za bazu 10. 
Ozna£avaju se sa log x (bez oznaCavanja baze). 

Prirodni logaritmi su logaritmi za bazu e (e = 
= 2,71828....). OznaCavaju se sa In x. 
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Veza izroedu dekadskih i prirodnih logaritama 

log a = In a • log e, log c = 0,434294... 

fer = °- 434294 -- 

Primjer: 

log = log 3 + 2 • log a + 3 • log b — 

A log (a ± b) ^ log a ± log b 

raCun vjerovatnoCe 

Prosta, matematidka vjcrovatnoda 

v 9 p — broj povoljnih sluCajeva 

m m — broj mogulih sluCajeva 


Suprotna vjerovatnoda 


v’= 1-v 

Vjerovatnoda da sc dogadaj ne£e desiti. 
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KVrmuUqie — Broj permutacija 

a) Bcz ponavljanja P(n) * n! 

b) Sa ponavijanjem n elemenata od kqjih je 
a; b;... jednakih: 



KomMnacfte - Broj kombinacija 

a) Bcz ponavijanja, klaac r od n elemenata 

*r (») -0 

b) Sa ponavljanjem 

o -rr 1 ) 

Varjjadje - Broj varijacija 

a) Bcz ponavljanja, klase r od n elemenata 

v ,(»)*C}> ! 'Mn)P(') 

b) Sa ponavljanjem 

v; (n) * n r 
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QEOMETRNA 


PLAN1METR1JA 



Ugao. Mjeienje ugla 





poluprava 




OAiOB - krtcl ugto 
Obiljezava k .< ApSflJ 

< au a. 



Jg <u° JB5SK 



nja kazaljke na st$u uzima se za poziti vno* _a_u 
smjeru kretanja kazaljke na satu za negativno. 

Mjerenje uglova 



Jedan ra< 


io Ciii ie luk iednak kraku 



Ugao < 90°(-y ) je oStar 
Ugao > 90°( -y ) je tup 
Ugao * 90°(-y ) je pravi 



Kompiementni i suplementni uglovi 

Uglovi a i (3 su komplementni ako je: 
\ot ♦ P = 90°] 

Uglovi ft i ft su suplementni ako je: 

la+ 0= 180° 1 


^ Upovedni uglovi 


Jedan krak zaiedniC 


dmgi na jednoj pravoi^ 
■^erne zaiedniCko. 




Uglovi na transverzali dvaju pravih 



Spoljainji: 

Unutrainji: <*2,^,7, ,d x 

Saglasni: <* x iaa; 0 i i 0 a*, 7 i * 7 aJ <*1 * <>a 

NaizmjeniCni: Oj i 7 a; 0 X i3 2 ;7| i 0^;d t i & 

Suprotni: 04 idai^l * 7 ai 7 i »02i <>1 i “a 

Akojepi lp 3 tadasu: 

- Saglasni uglovi medusobno jednaki 

- NaizmjeniCni uglovi medusobno jednak 

- Suprotni uglovi su suplementni 
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Uglovi a normalnim kradma 



a) medusobno jednaki 
ot=fi 


b) suplementni 
a + Pi = 180 ° 


Uglovi a parafelnim kradroa 



a) medusobno jednaki 

0t=P 


b) suplementni 

a+P t * 180 ° 


T R O U G \ O 


a) Raznost rani Can b) Jednakokraki 


c c 





c) JednakostraniCan d) Pravougli 

a = b = c 



C B c b A 


Podudarnoat trouglova 

Dva trougla su podudama ako imaju jednake: 

1. Dvijc strane i ugao medu njima 

bi=b a , c,=ca, =Oj 

2. Jednu stranu i dva ugla na njoj 

Ci = Cq, a i =a i> 01 =$2 

3. Tri strane 

>r a a» b i = » cj * c* 

4. Dvije strane i ugao koji leii naspram ve6e od 
njih 

ci a ci, 7i = 7a(ci>bi) 
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Osobine ugiova trougla 


N. a) « +0 + 7= 180° 

/ \ b) <**=0 + 7 f 0'=<*+T 

a # /cr 6\ V=a+fl _ 

J ^>v jc) a' + i+y^60° 

gdje su y' — spoljaSnji uglovi 

Slilnost trouglova 

1. Dva trougla su slidna ako su: 

1. Dva ugla jednaka 

“> =«>; ft =ft 

2. Dvije stranice jednog proporcionalne sa dvije 
stranice drugog i ugao izmedu njih jednak 

b, : b 2 = c t : ca i a, = a. 


3. Dvije stranice jednog proporcionalne sa dvije 
stranice drugog i jednaki uglovi nasuprot ve- 
tim stranicama 

bj : b a =ci : c a> . y x = 7a (za c, > b a ) 
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4. Svc tri stranice proporcionalne 
•t • bj: C| *a a : 63 : c a 


Cetiri raat^nr Utke a trouglu 



( 1 ) prc^cciltc timetrala itranica (centar opisa- 
ne krulnice), 

( 2 ) presjeciite timetrale uglova (center upisane 
kruinice), 

(3) presjeciite visina, odnosno njihovih produ- 
ienja (ortocentar), 

(4) presjeciite teiiinih linija (linija koje spajaju 
vrh aa trediltem suprotne stranice) - teiiite. 

Kod jednakostraniCnih trouglova sve tetiri tatke 

padaju u jednu. 
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OBIMI POVRSlNA TROUGLA 

Raznoet rani tan trougao 


C 



0 a a + b 





Heronov obrazac 



r - polupretnik upisane 
R - polupretnik opisane 
kruinice 
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Jednakostranitan trougao 



PrwrougH trougao 



Kvtdrtt nad hipotenuzom jadnak je 
zbiru kvadrata nad katetama. 
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OBIM I POVR&NA OSTALIH RAVNIH SUKA 

Pravougaonik 



a 

Kvadrat 



a 

Romboid 


0 = 2 (a + b) 

P = a • b 
d = \J a 2 + b 2 

0 = 4a 
P = a 2 
d = a>/2 

0 = 4a 



0 = 2 (a + b*) 

P = a • h = ab • sina 
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Trapez 


ate 


c 0=a+b+c+d 



Trapezoid (proizvoftjan Cetverougao) 
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Cetvorougao oko kojeg se mote opisati krainka 



KRU2NICA. KRUG 



D = 2r 


Kruinica je geometrijsko 
mjesto taCaka u ravni ko- 
je su podjednako udaljene 
od jedne stalne taCke (sre- 
diSta, centra kruinice). 
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Uglovi u kminici 



Sekanta i tangent* 


1. Obodni uglovi nad istini 
lukom su jednaki (CV) i iz- 
nose polovinu srediSnjeg 
ugla (P )nad istim lukom. 

2. Obodni uglovi nad preC- 
nikom su pravi. 



Za sekantu: 

OA OB = OC OD 
Za tangentu: 

OA • OB = (OT) 2 


Obim i povrtina 
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Kruini isjetak 



Km ini prsten 





0 = 2*r(R ♦ r) 

P = (R 2 —r 2 ) 7T = 

= (R + r) (R-r)7r 
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Dio kruinog pntena 



0 - Si ♦ ♦ 2 OL-r) 

P = m - d 





f d = R-r 



STEREO METRIJA 

IzraCunavanjt povrtmc i volumena 
Kvadar 

b 

a 

a 

P = 2Pj + 2P a ♦ 2Pj = 2ab + 2bc + 2ac = 
* 2(ab ♦ ac ♦ be) 

V = a • b • q 

a 

Dij agon ala kvadra d = 
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Kocka 



P = 6a 2 

V = a 3 

d = a>/T 

P = 2B + 0 

V = B h 

B — povrSina baze 
0 - povrSina omotata 


P = B + 0 





Zarubljena pi ram id a 



Valjak 



P = 2Mr(r + h) 
V = r 2 *h 


P = 27r(R 2 -r 2 )+27rti(R^r) 

% 

V = 7T(R2- r 2)h = 

= Jrh(R + r)(R-r) 
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P = rW(r + ») 



Zanibljena kupt 



P = » [R J ♦ r J ♦ (R + i)s] 
V=^(R J +r J +Rr) 




Suplja lopta 



+r , ) = ir(D 1 + d 3 ) 

V = 4? (R J - r 3 ) = -g 1 - (D 1 -d J ) 


kalota (kugUn odsje e- ak) 



P = ir(2Rh + r J ) 

PovrSina kapc: P’ = 2 W Rh 

V=-^(3r 1 +h I )=^ J (3R*) 
i 2 = h(2R—h) 



P = *R (2h + r) 
V=^-WR J h 




Kuglin poj M (doj) 

P=*(rj + ij)+ 2*Rh 

V= | t ( 3r l +3r J +h2) 

Kruina kanka 

P = 4« a • R • r = n 4 D -d 
V = 2* a R r 2 





PRAY1LN1 POLIEDRI 

Pravilni poliedri su tijela Cije su sve strane pravil- 
ni mnogouglovi i u Cijem sc svakom vrhu sastaje 
isti broj strana. 






TRIGONOMETRIJA 


A Za ugao ttje: 

- naspramna kateta a 

- naleglakatetab 
b - hipotenuza c 

Sv A Zaugao/Jje: 

B a C — naspramna kateta b 

- nalegLa kateta a 

- hipotenuza c 

Kod pravouglog trougla A BC deflnilu se iU 
trigonometrijske funkcije: 


deflnilu »e slijedede 




Kotangens 



Definidga trigon ometrijskih funkcga na trigono- 
metri^om krugu 



Trigonometrijski krug je 

krug fiiji je polupretnik 
jednak jedinici. 

r * 1. 



Pain oft trigonome trijskih funkdja 


sin ( 
cos( 
tg ( 


-x) 

-x) 

—XI 

-x) 


-sin x 
cos x 
-tgx 
-ctgx 


— neparna 

— pama 

— neparna 

— neparna 



Perioditnoct trigonometrqskih funkdja 


sin (x+k-360°) = sin x - period 2 W (360°) 
cos(x+k-360°) - cos x - period 2 * (360°) 
tg (x+k-180°) s tg x - period * (180°) 
ctg (x+k-180°) * ctg x - period tr (180°) 

gdjeje: k£Z(k = 0; ±1, ±2,...) 


Nule trigonometrijskih funkdja 



sinx 


cosx 


tgx 

ctgx 


za 


za 


za 


za 


x * k ■ * * k • 180° 
x = k • ir + y= 90°+ k ■ 180 

x = k • ir = k • 180 ° 


x=y+k» = 90° + k-1 



gdjeje: k£ Z(k = 0, ± 1, ±2,...) 
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HS 


Grafici trigonometry &kih funkcya 





Uputstvo za crtanje grafika 

y * a sin (bx + c) 

1. Nacrtati grafik y * sin x 

2. Ampiitudu sinusoide povelati a puta 

3. Period smanjiti b puta 

4. Sinusoidu y = a sin bx pomati dui x ose za 

vrijednost - ^. 

Primjer: kriva y = 3sin (2x + 60°). 





Neke karak tens tie ne vrijednosti 
trigonometrijakih funkcija 



Napomena: 

Nckc vrijednosti za tg i ctg dobivcnc su kao gra- 
nidne kad ugao raste od 0—360° (pogledati gra- 
fike). 
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Veza izmedu trigonometrijskih funkcija 
istog ugia 



Napomena: 

Tabela je izvedena iz osnovnih relacija: 

% 

sin 2 x + cos 2 x = 1; tgx =-; tgx • ctgx = 1 

cosx 
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Funkcije zblra uglova 

sin (a + 0 ) = sina cos0 + cosot sin/? 
cos(a+0)*coaacos0-iina sin/? 


• ^«-s=s 


ctg(a*0) 


- 1 


ctgo ♦ 


Funkcije rtzlike uglova 

sin (a - 0 ) = sina co*0- cosa sin0 
cos (a - 0 ) = cosa cos/? + sina sin/? 


18 ( a - ^tgdf^ 


ctg(a-0) 


+ 1 


\ 
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c 40 - ctga 

f+ c£>sX~ 2 co- 


4 x * 2 C <W 


Funkcije dvostrukog ugla r O**Y- 





Pretvaranje zbira i razllke trigonometrijskih 
funkcija u proizvod 





Pretvaranje proizvoda trigonometrijskih 
funkdja o zbir i razliku _ 

sinft sin0 =~- (cos (ft + 0 ) -cos (ft - 0 )} 
sinft cos0 = “(sin (ft+0) + sin (ft-0)] 


cosft sin0 


(sin (ft+ 0) - sin (ft - 0 )] 


cosftcos0 = y[cos (ft♦ 0 ) + cos (a - 0 )] 


Funkdje vifestrukih uglova 





sin4tt 


8 sinOf cos 3 Of — 4 sinOf cosOf 


cos4ot = 8 cos 4 a - 8 cos 2 a + I 


t g 4a = 


ctg4a 


4 tgQ! - 4 tg 3 C* 

l-6tg 2 a + tg 4 Of 

ct« 4 o<—6ct« 2 a + l 


4ctg 3 ot — 4ctg0f 


sin 5a 


sinOf (16 cos 4 ft- 12 cos 2 a + 1) 


cos5« = co»a(16 cos 4 a-20 cos 2 a+5) 


sin 60! 


sina (32 cos 5 a - 32 cos 3 a + 6 cosOf 


COS60! 


32cos 6 0f- 48cos 4 tt + 18 cos 2 oc- 1 



(3sin0f — sin30f) kub sinu&a 


sin 3 o 

4 

cos 3 = — (3cosO + cos 30!) 


kub kosinuu 


sin 4 a = ^-(cos40f - 4cos2o: ♦ 3) 
cos 4 Of = -i-(cos40f + 4cos2o: + 3) 


sin ~ (10 sino - 5sin3o: + sin50!) 

cos 5 a = ^(10 cos0f+ 5cos30f+ cos5o:) 

sin 6 o = ~ (10-15cos2O+ 6cos4a - cos6o:) 
c°s 6 0f = —-(IQ + 15 cos20f + 6cos40f + cos6o:) 






Svodenje na prvi inradnnt 

Za u«ao a < 90° vriiede sliiededc relacij 


±a 


9 o°*a i so ± a 27o°*a 36o' 


sin 

cos 


sin a ♦ cos a * sin a -cos a _± ’ 
cos a[ * sin at- cow ±sina + 


tg j± tg a ? ctg a ± tg a * ctg a ± 
ctg k ctg a * tg a ± ctg a ? tga ± 


rjeSavanje pravouglog trougla 


Rijeiiti pravougli trougao znadi nadi iz nckih 
poznatih velidina trougla ostale nepoznate vclidi¬ 
ne. 

Katete 

a = c • sin a * c • cos P 

b 3 c • sin 0 » c • cos a 

a 3 b • tg a » b • ctg 0 

b 3 a • tg 0 * a -ctg a 





Hipotenuza 



Uglovi 

a+/3 3 90° 

(a, p oitri uglovi) 



T angensna teorema 



Mollweide-ove formule 



Napomena: ana¬ 
logue relacije mo- 
gu se izvesti za 
ostale kombinaci- 
je stranica. 
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Veza izrnedu poluobima i Uglova 


s =-^(a + b ♦ c) 



Polupre£nik opisane kruinice — R 

R = _a_ b c_ 

2 sinO: 2sin/3 2 sin 7 





Polupre£nik upisane kruinice — r 

r = (s — a) tg-—= (s — b) tg-y = (s — c) tg-^- 


r = y(s-a) (s-b) (s-c) 

s 


Povrtina trougla 

D ab . ^ ac . » 
P = — sin 7 = —sin p 


bc /V 

-^-sin oi 


P = V s(s-a) (s-b) (s-c) 


= 2 • R 2 sinasin/ 3 sin 7 

2 a 0 7 

= r ctg “ 2 ” ctg 2 ~ctg ~2 
2 a B 7 

= s 2 tg-j tg 2 tg 2 


P = 


s-a (s 


P = 


abc 
4 R 
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P = r • s ; 




INVERZNE TRIGONOMETRUSKE FUNKCUE 
CIKLOMETR1JSKE FUNKCIJE 


Arcsin x je ugao Ciji je sinus jednak x (Cita se ar 
kussinus od x). AnaJogno se definilu i ostale ciklo- 
metrijske funkcije. Sve ciklometrijske funkcije su 
mnogoznadne Sto slijedi iz periodiCnosti trigono- 
metrijskih funkcija. Naime, ima beskonaCno mno- 
go uglova (koji se razlikuju za period odgovaraju- 
6e funkcije) Ciji je sinus (cos, tg, ctg) jednak datqj 
vrijednosti. 

Gkavna vrijednost ciklometrijskih funkcija 


Za arcsin x vrijednost 




Za arccos x ” £ [ 0 ; * ] 


Za arctg x 



Za arcctg x 


G(0; w) 


Bilo koja vrijednost ciklometrijske funkcije (obi- 
ljeiava se velikim podetnim slovom) je suma od- 
govarajude glavne vrijednosti i multiply perioda 
odgovarajude trigonometrijske funkcije. 


Aicsin x = kw-#* (—i) k arcsin x 
Arccos x = 2k* ± arccos x 
Arc tg x * k* + arc tg x 
Arcctg x * k* ♦ arcctg x 

gdjcjc: k€Z (k = 0; ± 1;± 2;...) 

Osnovni odnod izmedu cidometrijdrih funkdja 

sin (Arcsin x) = x; 
cos (Arccos x) = x; 

tg (Arctgx) * x; 

# 

ctg (Arcctg x) = x; 

Arcsin (sinx) = k* + (-l) k x 
Arccos (cosx) = 2kir ± x 
Arc tg (tg x) = kir+x 
Arcctg (ctgx) = k* + x 
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Veza izmedu dklometrijskih funkdja 
istog arguments 


Za pozitivne argumente (x > 0 ) vrijedi: 
arcsinx = arccos v/1 —x 5 = arctg 



arccosx * arcsin 



arctgx 


arctg 


1 

= arcsin 
x 



= arccos 



Zbir dklometrijskih funkdja 



Cfldometrmke funkdje negativnih argumenata 




a) y = Arcsinx 
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b) y = Arc cos x 



c) y = Arctgx d) y = Arcctgx 


Napomena: 

Debljc izvu£cni dijclovi grafika predstavljaju glav- 
nc vrijednosti odgovarajude ciklometrijske funk- 
cije. 


Ill 



ANALITlCKA geometrija 

KOORDINATNI SISTEMI 


a) Pravougli koordinatni sistem jc odreden: 



— apscisnom (x) osom 

— ordinatnom (y) osom 

— ishodiStem (tadkom pre- 
sjeka x i y ose pod 90°). 

U pravouglom koordinatnom 
sistemu tadka je odredena 
apscisom (x G ) i ordinatom 

(y G )- 


Rimski brojevi oznadavaju kvadrantc. 


b) Polarni koordinatni sistem je odreden: 


T(r, f) 



- polom 0 

- polarnom osom OX 

U polarnom koordinatnom 
sistemu tadka je odredena 
radius vektorom r (6T) i ug- 
lom t (ugao izmedu ose OX 
i radius vektora). 
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Predznak koordinata i vrijednost polamog ugU 


po kvadrantima 



Cina. 


Veza izmedu 

yi 


pravouglih i polamih koordinata 

Ako su date pravougle ko- 
ordinate (x, y) onda se po- 
x lame koordinate odreduju 

^ to: 

l f = arc tgXl 


y/^T^ , t ■ arc 1 

j date polarne koordinate 
odreduju iz: 


cos 


y - r sin Y 


113 



TACKA 

Udaijenott dvaju taCki 
Pravougli koordinatni astern 



Poland koordinatni satem 



Udaljenost tadke od ishodiSta 


Pravougli 

y t 


Polami 


T(Xj, y,) 


T(r, f) 


♦ y\ 


Koordinate tafike koja dijeli zadanu dui u zadanom 
oit\jeru 

y i MA m x 

oH---rm - - = A 


>s 

\ 


WB n 


Koordinate taCke M su: 


”7f*<vv 

o-*l| *2“*o , 


Xj + Xx 2 


-l±A 

yi + *y 2 


» > ■ A ■ ■ , -i 

Ako je: A > 0 ta£ka M se nalazi na zadatoj duii. 
Ako je: X < 0 tadka M se nalazi izvan zadate duii. 
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(Coordinate ta£ke koja poiovi zadanu dui 



PovHina trougia u ravni 


sJ 


Tj (Xj, y,) 

t 2( x 2 »y 2 ) 

^3 ( X 3» y3^ 


p —J [x, (y 2 -y 3 ) + x a (y 3 -y j) + x 3 (y, -y 2 )] 

Napomena: Ako je obilazak taCaka u smjeru sup- 
rotnom smjeru kretanja kazaljke na satu, tada je 
P > 0, dok kod obilask£u smjeru kretanja kazaljke 
na satu je P < 0 . y ( if . 

X/ 11 

l *t Yz isl 

Uslov da tri ta£ke lete na jednom pravcu 

l x i (y 2 -y3) +x 2(y3-yi) +x 3(yi-y2> :s0 l 
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Uslov slijedi iz dinjenice da tri tadke koje le2e na 
jednom pravcu obrazuju "trougao” £ija je povrSina 
jednaka nuli. 

Uslov se moie izraziti u obliku: 


y 2 -y, x 2 -x, 


yj-y. 


X, - X 


ili 


*1 y. 1 

X 2 y 2 1 

x, y, 1 


1 "3 ' 3 

PRAVAC. JEDNACINE PRAVCA 


Eksplicitni oblik 

[ y = kx-t C~| 

k = tg<* 

g - odsjedak na y osi 

Segmentni oblik 


* 




a b 


a - odsjetak na x osi 
b — odsjc&ak na y osi 




X 
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A, B, C konst. # 0 




Simetrale kvadranta 



Jedna£ina x oat: y = 0 

Jednalina y oat: x 3 0 
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UGAO 1ZMEDU DV1JE PRAVE 
a) U ekspiicitnom obliku 

Prave y = k ] x ♦ i y = k 2 x + £ 2 zatvaraju 
ugaoagdjcjc: 


tga = 


1+k l k 2 


(za > a, ) 


b) L impiidtnom obliku 
Prave 

AjX + Bjy + Cj =0 i A 2 x + B 2 y + C 2 =0 
zatvaraju ugao O, gdje je: 


tga = 


A, B 2 — A 2 B, 


a,a 2 + b,b 2 


(zatt 2 > 
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Uslov paralelnosti dvaju pravih 
a) U eksplicitnom obliku 


Pravey + i y = k 2 x + ^ 2 
ne ako jc: 



ot x =aj ± 180 ° 


su paralel 


b) U implicitnom obliku 


Prave Ajx ♦ Bjy + C\ * 0 i A^x+B^y+Cj-O 


su paralelne ako je: 



Uslov normalnosti dvaju pravih 

Prave su normaine ako zatvaraju ugao od 90° 
(tangens ugla beskonaCan). Slijedi uslov: 

a) Za prave u eksplicitnom obliku 
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b) Za prave u implicitnom obliku: 



UDAUENOST TACKE OD PRAVCA 
i) U implicitnom obliku 

TaCka T(xj ,y x )od prave Ax + By + C * 0 

(d>0) 



b) U normalnom obliku 

| d^tx^^y^ sinff-p)| (d>0) 

jednaCina simetrala ugla 

Ugao Cine prave y = kjx ♦ i y = k a x + ^2 koje 
se sijeku u taCki T (Xq, y 0 ). JednaCina jedne si- 
metrale jt: _ ._ 

|y- y 0 ^=k(x-x 0 )l adru « e: y-y 0 = --r-( x -*<>) 

ki =tga, , k, "tga, 

123 





kjruZnica. jednaCine kruZnice 


SrediSna jednatina kruinice 

1 ** + y = 1 

x, y - teku£e koordinatc 
r - poluprefinik 


Op$ta jedna£ina kruinice 



SrediSte kruga u ta£ki 

M (c, d). 
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VrSne (tjemene) jedna£ine 



SrediSte kruga u ta£ki 
M (r, 0) 



SrediSte kruga u ta£ki 
M (-r, 0) 

Jedna£ina kruinice kroz tri ta£ke 

Jedna£ina kruinice kroz ta£ke T\ (xj, y|), 
Ta(x a , yj), T* (x s , yi) dataje determi- 
nantom: 

x 2 + y 7 x y 1 

*?+ y] yi > 

= o 

y\ x, yj 1 

x* +y* xj y 3 1 
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PoUma 

O 

9* ~ 

%’ f o- 


ednaCina kruinice _ 

9 o cos(f —f p ) + ^=r a 

teku 6e polame Tt Q . r / 
koordinate ' 'r 

koordinate centra °/V 
kruinice k* 

polupreCnik K:fJ 


^ M(o ;t D ) 


So 


Parametaraka jedna£ina kruinice 

( _ > 

x * r cost + c 

y = r sint + d 

Poloiaj ta£ke prema krugu < 


6A. 

M(c,d) 


Udaljenost tafike T(x , y ) od centra kruinice 


(x-p ) 2 + (y-q ) 2 


j e: 


d = V(x 0 -p ) 2 + (y„-q ) 2 

Ako je: 

d > r tafika van kruga 
d = r taCka na kruinici 
d < r tadka u krugu 
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Poloiaj prave prema krugu 

Pravac Ax + By + C = 0 i kruinica 
(x-p ) 2 + (y-q ) 2 3 r 2 

I RjeAenjem sis terns jednaCina 

Ax + By + C * 0 

(x-p ) 2 +. (y-q ) 2 = r 2 

po x i y dobivamo xi,yi, x*,ya 
Ako je: 

Xj=xj, yi =y 2 , prava tangira kruinicu 

Xj ^Xj, y, #y a , (X],yi,x a ,y,)€R 
prava sijedc kruinicu, 

(xi, X 3 , y |, yj) £C (kompleksni) prava 
ieii van kruinice. 

II Odredi se udaljenost centra kruinice od pravca 
(udaljenost tadke od pravca) 

Ako je: d = r - prava tangira kruinicu 

d > r — prava izvan kruga 
d < r - prava sijeCe kruinicu 
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USLOV DA PRAVAC y = kx ♦ ft 
TANGIRA KRU2N1CU 


a) Centralnu (x 2 + y 2 = r 2 ) 
| ft 2 =r 2 (ltk 2 ) | 

b) OpStu (x-p ) 2 ♦ (y-q ) 2 : 


(-kp + q - ft ) 2 


(!♦*) 


Koordinate taike dodlra tangente i kruinicc su 
ijeSenja sistema jednaiina: 


a) Za srediSnju 
y = kx ♦ ft 
x 2 + y 2 = r 


b) Za opStu kruinicu 
y « kx ♦ ft 

(x-p ) 2 + (y-q ) 2 : 


JEDNAClNA TANGENTE U DATOJ 
T(x,, y,) KRU2NICE 

a ) Na centralnu krutnic u (x 2 + y 2 = r 2 ) 

1 x,x + y t y =? 1 

b) Na opStu kruinicu (x-p ) 2 + (y-q ) 2 ■ 


>i-p) (*-; 


= r* 
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JEDNAClNA NORMALE U DATOJ TACKI 
T(x,,y,) KRUZNICE 

a) Na centralnu kruinicu (x 2 + y 2 = r 2 ) 



b) Na op$tu kruinicu (x-p ) 2 + (y- q ) 2 = r 2 



JEDNACINE TANGENTI na kruZnicu iz 
DATE TACKE (POLA) P(x,„ y 0 ) VAN 

kruZnice 

a) Na centralnu kruinicu (x 2 + y 2 = r J ) 

I Nairn — Pomoiu uslova dodira 

RjeSenjem sistema jednaiina 

y 0 = kx o + 6 

P = r J (1 + k 2 ) 
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dobivamo 


poK i x aooiva 
Jednadinc ta nge 


nti su: 


kjx + 


Nad in - Pomodu polare 

(Polara jc prava koja prolazi kroz tadke dodira 
tangenti i kruinice). 

RjeSenjem sistema x 2 + y 2 = r 2 > 

(jednadina polare) xx Q ^yy Q = r 2 o ' H ° 

po x i y dobivamo 

xi.x a , yjiy a -ywv / 

Jedna dine tangenti su: n^VY / * 

XX, +yy,=r 2 0 JK 

«c 2 + yyi = r 2 V_L^7 


A 




b) Na opStu knitnicu (x— p) 2 + (y—q)' 
1 Nad in - Pomodu uslova dodira 
RjeSenje sistema jednadina 


- = kx„ + « 
° ° 

-kn + a—ft' 


1 + 


130 


po k i £ dobivamo k,, k 2 , £ 1 , i fi* • 
Jednadine tangenti su: 


[y s k t x ♦ i y^x*^ 

II Nad in — Pomodu polare 

RjeSenjem sistema jednadina 

(* D -P) (*-P) + (y o -q)(y-9)*r 1 - (polara) 
(x-p) 1 + (y - q ) 2 - r a _ 

Po x i y dobivamo 

»lt *2» yi i Y2 . 

(koordinate dodimih y j --^ 

tadaka tangenti i / Vr \ / 
k ruin ice su: f 

T, (x, !y,) i Ti(x 2 : yi))\\ 

Jednadine tangenti su: 

-n R 

xx,+yy,=r 2 ✓X/^° 

**2 ♦ yya * r 2 rT 


M(P,q) 

00 ^ 


/ * 


:> 




*r 
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E L I P S A 
Dcfinicija elipse 


Elipsa jc geometrijsko mjesto taCaka u ravni za ko- 
je je zbir udaljenosti (r x i r 2 ) od dvije stalne taCke 
(iiie, fokusa Fj i F 2 ) stalan i jednak velikoj osi 
2a._ 

1 r i + r 2 = 2a | 

Osnovnc veli£ine elipse 

2a - velika osa 
2b — mala osa 

e = Va^—b 5 — linearni ekscentricitet 


& =-j-(ft < 1) - numeriCki ekscentritet 
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Jedna£ina elipse sa srediStem u ta£ki M (c, d) i 
osama paralelnim koordinatnim (x il a, y II b) 


b 2 (x-c) 2 + a 2 (y-d) 2 = a 2 b 2 


x-c 


jM(ctf) 


Vrtna (tjemena) jednaCina elipse 

y 1 =2px—H-x 2 | 

SrediSte u t$6ki M (a, 0) 

a*. b* 

Polama jedna£ina elipse 

a) Pol u desnqj iii \, polama 
osa na velikoj osi 


r = 


1 + ft cos f 


F. I p 
. 1 I *2 


M(a;0) 


okF 


T (r;T) 


* 1**2 
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b) Pol u centra, 





Poloiaj tadke prema elipsi 

U izrazu b 2 x 2 + a 2 y 2 ,=.a 2 b 2 (1) 

zamijeniti tekude koordinate x i y koordinatama 
tadke diji se poloiaj prema elipsi traii T(xj, y i) i 
koordinatama srediSta elipse M (c, d). Ako su vri- 
jednosti izraza (1) za obje tadke istog znaka, tadka 
leii unutar elipse. Ako su razliditog znaka tadka 
je van elipse. Ako za koordinate tadke T(xj,yi) 
izraz (1) postane jednak nuli, tadka leii na elipsi. 

Poloiaj prave prema elipsi 

Postupiti analogno kao kod odredivanja poloiaja 
prave prema krugu (u sistemu jednadina umjesto 
jednadine kruiuice staviti jednadinu elipse). 

Uslov da prava tangira elipsu 

Prava y = kx + 8 je tangenta elipse b 2 x 2 +a 2 y 2 = 
= a 2 b 2 ako vrijedi uslov: 








Jednadina tangente i normale u datoj tadki 
T (*i» y 1) elipse 

a) Na centralnu elipsu b 2 x 2 +a 

Tangenta (t) 


Normala (n) 

b) Na op&tu elipsu b 2 (x-c ) 2 + a 2 (y-dj 2 =a 2 b 2 
T an gen ta (t) 







Jednadine tangenti iz date tadke P(x ot y Q ) van 
elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 

I Nad in — Pomodu uslova dodira 

RjeSenjem sistema jednadina 

y o = kx o + 8 

g 2 = a 2 k 2 + b 2 

po k i fi dobivamo k,, k 2 , C, i fcj 

Jednadine tangenti su: 

( y = k|X + e, i y = k a x t gj"| 

II Nadin - Pomodu polare 

RjeSenjem sistema jednadine 

b 2 x o x + a 2 y o y * a 2 b 2 (jednadina polare) 

b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 
po x i y dobivamo 

Xi, X 2 , y, i y 2 
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Jednadine tangenti su: 



Defmicija hiperbole 

Hiperbola jc geometnjsko mjesto taCaka u ravni 
za kojc jc razlika udaljcnosti (rj i r 2 ) od dvije 
stalne tadke (hie, fokusa Fj i F 2 ) stalna i iznosi 

2a. 




Osnovnc veliCine hiperbole 


2a - realna osa 
2b — imaginarna osa 

c = V* 5 ♦ b* - lineami eksccntricitet 


—(£> 1)- numeriCki eksccntricitet 


2p 


2 b 2 


parametar hiperbole 


Centralna jednatina hiperbole 


b 2 x 2 -aV *»'b 


2..2 _ _ 2 u 2 


a 2 "b 1 




Jednatina hiperbole sa sredi&tem u taCki M(c,d) 
i oaaina paralelnim koordinatnim (a lx) 

|b 2 (x-c) 2 -a 2 (y-d) 2 = a 2 b 2 | 


(x-c) 2 (y-d) 2 


w. 







Tjemena jednafina hi per bole 




Poloiaj tadke prema hiperboll 


Postupiti analogno kao kod odredivanja poloiaja 
tafike prema elipsi. 

(Izraz (1) ima oblik b 2 x 2 — a 2 y 2 - a 2 b 2 ) 


Poloiaj prave prema hiperboli 

Postupiti analogno kao kod odredivanja poloiaja 
prave prema krugu. (U sistemu jednaCina umjesto 
jednaCine kruinice staviti jednaCinu hiperbole). 












II Na£in - Pomo&i polare 

RjeSenjem sistema jednaCina 

b 2 x Q x- a 2 y o y = a 2 b 2 (jcdnafiina polare) 

b 2 x 2 - a 2 y 2 35 a 2 b 2 

po * i y dobivamo 
Xj, X 3l y, iy 2 

Jednaline tangrnti m 


PARABOLA 

Defmicipi paraboie 

Parabola je geometrijsko mjesto taCaka u ravni 
za koje je udaljenott od jedne stalne tafike (tilt, 
fokusa F) jednaka udaljenosti od jednog stalnog 
pravea (direktriac). 
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Vrtna (tjemena) jednatina parmbok 


I y 2 = 2px I (2 p-paramelar) 

za p > 0 parabola otvorena 
prema +x osi, direktrisa pra- 

va x * -<K,za p < 0 para¬ 


bola otvorena prema - 
direktrisa prava x = -^ 


r rf A>« 


Jednadlha parabok aa tjemenom u ta£ki S (c, d) 
i oaom paraklnom x oai 






Poiarna jednadina parabole 

a) Pol u iiii, poiarna osa 
okrenuta suprotno od 
OSC Ox 



b) Pol na tjemenu, polarna 
osa sc poklapa sa osom 
parabolc 

r * 2ircosT(l+ctg 2 f) 



Zap>0 otvorenakagore 
(♦ y osa). 


Za p < 0 otvorena ka dole 
(-y osa). 




X 



Postupiti analogno kao kod odredivanja poloiaja 
prave prema krugu. (U list emu jednadina umjesto 
jednadine kruinice staviti jednadinu parabolc). 


IMov da prava tangira parabohi 

Prava y * kx + £ je tangenta parabole y 2 - 2 px 
ako vrijedi ualov: 



Jedna£ine tangente i normale u datoj ta£ki 

T(*l. Yi) P«*bo4e 

Y* = 2px 

Tangents (t) 


Normals (n) 

Jedna£ine tangenti iz date tide P(x o , y o ) van 
parabole y 2 * 2 px 

I Na£in — Pomo£u uslova dodira 





Rjeienjem sistema jedna£ina 

y n * kx + C 

* O O 

p = 2kl 

po k i C dobivamo k lf k 2 , fi, i ^ 


Jedna£ine tangent! su 


y = k,x + £ 


* k,x + 



U Na£in — pomo£u polare 
Rjeienjem sistema jedna£ina 

y 0 y = p(* 0 +x > y i 



po x i y dobivamo 

*i, *», y« i Yi 

Jedna£ine tangenti su: 

yiy = p (* + *i) I 
y»y = p (* + *>) 1 

Povr&ma segments parabole 

lp =4- x,y, I 


t 




T 2 (* 2 ; y 2 ) 


T |( x r y i> 


KONUSN1 PRES JE Cl 

Ako kupu presjeCemo ravninom koja ne prolazi 
vrhom kupe, u presjeku se dobiju slijedede krive: 
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- kruinica, ako je ravan paralelna osnovi kupe, a 
sijeCe sve izvodnice (/3, = 0), 

- elipsa, ako ravan sijeCe sve izvodnice, a priklo- 
ni ugao ravni manii od prikionog ugla izvodni- 

ca(02 <a) 

- parabola, ako je ravan paralelna sa jednom 
izvodnicom (fl 3 = a), 

- hiperbola, ako je ravan paralelna sa dvije iz¬ 
vodnice (fi 4 > Of) 

Ovdje je a tzv. prikloni ugao izvodnice kupe, a 0 
prikloni ugao ravni. 

opSta jednaCina presjeka kupe 

a) U pravouglim koordinatama 

|Ax 2 ♦ 2Bxy + Cy 2 + 2Dx + 2Ey ♦ F = o] 

JednaCina predstavlja: 

- kruinicu ako je: A=C, B=0, D 2 +E 2 -AF=0 

- elipsu ako je: AC - B 2 > 0 

- hiperbolu ako je: AC - B 2 <0 

- parabolu ako je: AC - B 2 ■ 0 
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Ako je B # 0, krive sc nalaze u opStem poloia 
ju tj. osim translacije krive izvrfena je i rotacija. 

b) U polarnim koordinatama 


gdjeje: 

p - pozitivna zadana konstanta 
& - numeridki ekscentricitet krivulje 
JednaCina predstavlja: 


- kruinicu ako je 

- elipsuakoje 

- hiperbolu ako je 

- parabolu ako je 


& = 0 
0<&<1 
&>1 
& = 1 


Napomena: 

Polama osa sc poklapa sa osom krivulje (osim kod 
parabole) pol je u iiii (kod parabole), desnoj iiii 
(kod elipse) i lijevoj (kod hiperbole). 



ANALITICKA GEOMETRIJA 

U PROSTORU 

Pravougli koordinatni ststem 



Poloiaj taCke je odreden sa tri pravougle koordi- 
nate T(x 1 ,yi,z 1 ) 
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CQindrteni koordinatni sis tern 



Poloiaj taike je odreden radius vektorom u xoy 

ravni(^) > uglomf[<( 9 ,x)l i z koordinatom. 
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Sfemi koordinatni 



Poloiaj tafike je odreden radius vektorom u pros- 
toru (r), uglom projekcije radius vektora r u xoy 
ravni i x oat (f) i uglom< (r, z) (0). 


Veza izmedu dlindriCiuh i pravouglih koordinata 

a) Prelaz sa pravouglih na cilindriCne 



Veza izmedu sfcmih i pravouglih koordinata 

a) Prelaz sa pravouglih na sfeme 
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b) Prelaz sa sfemih na piavougle 


x = rsin 0 cosf, y = rsin 0 sinf, z = rcosQ 


Rastojanje izmedu dvije tad Ice u prostom 



Koordinate tadke koja datu dui dijeli u da tom 
omjeru X 


Dui T,Tj T,(x,, y,, z, ) f T 2 (xj.y 2 .Z 2 ) 
TaCka T q (x e ,y ,z o ) 



X> 0,T o na duii TjT 2 f X<0,T o van duii TiT 2 
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(Coordinate tadke koja polovi datu dot 
Ornjer X * 1 



X, y, 1 y, i, 1 it X, 1 

Pi * *a y* i Pi * y» * p 3' Xi 1 

*1 yj i yj i *3 *s 1 




Volumen tetraedra u prostoru 
Vrhovi tetraedra taCke: 
T i(xi,yi,z,) T 2 (x 2 ,y 2 ,z 2 ) 
T 3 (x 3 ,y 3 , z 3 ) T 4 (x 4 ,y 4 ,z 4 ) 


*1 -x 2 yi-y 2 Zi - 


V =7 x, - x 3 y,-y 3 z,-z 3 


Xi - x 4 yi-y 4 z, - z 4 



RAVAN U PROSTORU 
OpSta jedna£ina ravni 

pAx + By + Cz + D = 0 


gdje su: 


A, B, C konstante 0, x, y, z pravougle koordina- 
te taCaka ravni. 


iedd na koordinatnim osama 


D 

A 


D_ 
B ’ 


c * - 


D 

C 


a, b, c, odsjedci na x, y,z osi, respektivno. 
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Normalno rastojanje ravni od ishodiSta 

Predznak koijcna supro 
tan predznaku od D. 

Specijalne ravni 



Ravan _ 
Kroz ishodiSte 

1 xoy ravan 

1 xoz ravan 

I yoz ravan 

II xoy ravni 

II xoz ravni 

llyoz ravni 
Sadrli x osu 

Sadrii y osu 
SadrZi z osu 
xoy ravan 


xoz ravan 


yoz ravan 


Uslov 

D=0 


A=0 

A=B=0 


A=D=0 

B=D=0 

C=D=0 

A=B=D=0 

A=C=D=0 

B=€=D=0 


Jed nadina 

Ax+By+Cz=0 


C=0 Ax+By+D =0 
B=0 Ax+Cz+D =0 


By+Cz+D =0 
Cz+D =0 
By+D =0 
Ax+D =0 
By+Cz =0 
Ax+Cz=0 
Ax+By=0 
Cz=0(z=0) 
By=0(y=0) 
Ax=0(x=0) 
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Jednadina ravni kroz tri tadke 
Tadke 

T|(X|,yi,Z|) T 2 (x 2 ,y 2 ,z 2 ) T 3 (x 3 ,y 3 ,Z 3 ) 

x-x, y-y, z-z, 

x 2-xj y 2 -yi *2-*i =0 

x 3 -x, y 3 -y, z 3 -z, 

gdje su: x, y, z koordinate tadaka ravni. 

Ugap izmedu dvije ravni 

Ravni: Ej s a,x + B,y + C, z + D, = 0 

E 2 = A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 = 0 

zatvaraju ugao diji je kosinus: 

— *-l A.A^B.B^ +C,C 2 ( ^<90°) 

I + Bj + C|) (Aj + B* + Cj) 
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Uriov paralelnosti dviju rami 

Ravni su paralclne ako jc T* 0° ^ co«T= 1 siijc- 
di uslov: 

ill 


Uslov normalnofti dvaju ravni 

Rivni su medusobno normalne ako je 
t= 90° ■♦cosT *0 ilijedi uslov: 

_ 9 

| A| A 2 + B| B 2 + C|Cj * 0 

PRAVA U PROSTORU 

Ako dvije ravni nisu paralelne onda sc sijeku dui 
jcdnc prave. JednaCina pravc u tom sludaju pred- 
stavlja sistem jednaCina dvaju ravni koje sc sijeku, 
jer prava leii na obje ravni. 

jA|X♦ Bjy ♦ C I z + Dj *0, ravanE| 3 0 
[AjX ♦ B*y ♦ C 2 z 4- D 2 ■ 0 ravin *0 




Jednatini prave preko dvije projekdje u ravni 

J y - mx ♦ b 
I i 3 nx + c 






Ugao izmedu dvije prave 
Prave 

p / y * m |X+bj . p fy = m 2 x + b 2 
1 [ z = n,x+Ci 2 \ z s n z x + c* 

’ zatvaraju" ugao <Siji je kosinus 

cost = ( 0 <t<} 60 °) 

♦ n^) (l+m£ + n^) 

Uslov paralelnosti dvaju pravfli 

slijcdi uslov 

(pogledati ”ugao izmedu 
dvije prave”) 

Uslov normalnosti dvaju pravih 

slijedi uslov 

(pogledati ”ugao izmedu 
dvije prave”) 


T= 90* 


cost = 0 


1 + mj m 2 ♦ rij n 2 


t=0°^cost=l 
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povrSine drugog reda 








2 y 2 z 2 

-♦*- ♦ 1 

b 1 c ?_ 


0 


a, b imaginarne poluose 
c retina poluosa 


Paraboloid 
a) EKpttelri 



b) Hiperbo&ki 





PREGLED OSNOVNIH ELEMENTARN1H 
FUNKCIJA 


Funk eg a prvog reda (linearaa funkdja) v 

(- 1 fi . ^ 

Opiti oblikiy ■ 



gdje je: 

a Q - koeficijent smjera 
(tangens ugla izmc- 
au prave i x osc), 

a, -odsjeCaknay osi 


Funkcija predstavlja 
skup paralelnih pra- 
vih (prave sa jedna- 
kim a Q ) ili pramen 
pravih (prave sa me* 
duaobno jednakim 

»i) 
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Funkcxja drugog reda (kvadratna funkcija) 


OpSti oblik 


y 


a o x +a i x + a 2 


Funkcija predstavlja pa 
rabolu sa osom paralel ■ 
nom sa y osom. 



Za a Q > 0 - parabola otvorena ka gore 
Za a o < 0 — parabola otvorena ka dole 

Tjeme parabole je ** Y ^ 



Za a & — a 2 
parabola 


0 dobiva se 





e u ishodiStu S(0;0) 


-4 .3 -2 -1 0 1 2 3 4 
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Funkdja tre&g reda 

OpSti oblik 


y = a o x * a i x +a 2 x + a 3 


Za a 


i 


0 


dobiva se funkcija 


y 


a o X 


STEPENA FUNKCUA 


Opiti oblik: y s x“ 


a) Eksponent paran i 


y 




Funkcija je pama 


2k = x 2k i 


tj. (-x) 

nalazi se u 1 i 11 
kvadratu. 
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b) Eksponent neparan i pozitivan 


2k+1 


Funkcija je neparna 


3 2 .1 


tj. (-x) 2k+l - -) 

nalazi se u I i Ill 
kvadrantu. 


-x 2k+l » (- 1 .D 


c) Eksponent paran i negativan 



Funkcija je parna 
tj.(-x)- 2k = x 2k i 



nalazi se u I i II kvad 
rantu. 

d) Eksponent neparan i negativan 

I _-<2k-») I 


Funkcija je neparna 

tj. (-X)< n i) « -x-< 2k l > 
nalazi se u I i Ill kvadrantu. 
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Napomena: 

Kod navedenih stepenih funkcija k je prirodan 
brqj tj. k * 1,2, 3,... 


KORJENA FUNKCUA 




Definisana za x > 0, 
dvoznafina (za jednu 
yrijednost x postoje vri- 
jednosti za y kqje se 
razlikuju u predznaku). 

b) Eksponent neparan 



Definisana za v x, ne- 
pama. 
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Uporedba lineame, stepene i koijene funkcije 

Navcdene tri funkcije mogu se predstaviti funkci- 
j om 

y = x*!gdje je: 8 


za a = 1 (y = x) - linearna 
za a = n (y = x n ) - stepena 

za a = (y = >/x) - koijena 

Ovdje je n cio broj^n =-i,±2, 

± a k prirodan oroj(k = 2, 

3, 4,...) 

EKSPONENGJALNA . K . 
FUNKCIJA \ »* f ‘*\ 

Optti obUk $ 1 /* \ 




7 a <1 a> A 


2-lo 1 2 



- 2-10 1 2 


Funkcija je, sa porastom x 

- konstantna za a = 1 

- rastuda za a > 1 

- opadajuda za a < 1 


Specijalan shidaj 



(e = 2,71828 ....) 


LOGARITAMSKA FUNKCIJA 

OpSti oblik 

|y = iog.x ) 

(a> 0, a # 1) 

Funkcija je definisana 
za x > 0 i sa porastom 
x je rastuda (a > 1), 
opadajuda (a < 1). 

Specijalan sludaj 

| y » log e x 
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Icthxl > 1 


INVERZNE FUNKC1JE HIPERBOUtNIM 
F UNKCIJ AM A 


Za shx inverzna funkcija je y 
hiperbolni od x ). 

| Arshx = £n (x ♦ \/x*V \) 

Za shx inverzna funkcija jc y 
nus hiperbolni x) _ 

Archx = kn(x^V^?^T) I 


Arshx (Area sinus 

(x€ (- oo , + oo)) 

Archx (Area kosi- 


Za thx inverzna funkcija je y 

gens hiperbolni x) 

Arthx »-i- I 

2 1-x 


(x e(i,+ oo)) 

* Arlhx (Area tan 


tn 


(Ixl < 1) 
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GRANICNE VRIJEDN0ST1 FUNKC1JA 


Za cthx inverzna funkcija j# y 
kontangcns hiperbolni x). 

A 1 , x+ 1 

ArrtJut =* In 


- Arcthx (Area 

(Ix|> 1) 



Za funkciju y = f (x) se kaie da teii granidnoj 
vrijednosti A kad x teii ka a ako za svaki niz x n 
iz oblasti defmisanosti koji teii ka a, teii i niz 
vrijednosti y s f (x n ) ka konaCnqj grani£noj vri¬ 
jednosti A. 

lim f (x) * A 
x -► a 

Funkcija f (x) je definisana u okolini tafike x = a, 
a u samoj tadki moie (ali ne mora) biti definisana. 

Zavisno od toga sa koje se strane, na brojnoj osi, 
pribliiava x ka a, razlikujemo: 

- lijevu granidnu vrijednost 

lim f (x) iii lim f (x) 
x “►a x -►a - 0 

x < a 

- desnu graniCnu vrijednost 

lim f (x) ili lim f (x) 
x -►a x-»a + 0 

x > a 
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Ako postoje lijeva i desna graniCna vrijednost i 
ako su one jednake i konaCne, tada funkcija f (x) 
ima graniCnu vrijednost u taCki x = a. 

Pravfla za traienje graniCnih vrijednoeti 

Ako postoje granidne vrijednosti funkcija f (x) i 
g (x) tada vrijedi: 

lim [f(x) ± g(x)] = lim f (x) ± lim g (x) 
x-*a x-"*a x-rii 

lim [f(x) • g(x)] = lim f (x) ■ lim g (x) 
x~*a x-»a x-*a 

lim [c f (x)] = c lim f (x) (lim c * c) 
x-*-a x -*■ a x -► a 

lim f(x) 

dimg(x)#0) 
x -»a x-*a 

lim [ f(x) n ] = [ lim f(x)|” 




lim [log b f (x)) = log b (limf(x)] 
x ”*a x~rii 

PRIMJERI GRANICNIH VRIJEDNOSTI 


lim (1+ft)^ = lim (l+—"=* = 2,71828... 

n-ri) m “►«» m 







lna(a>0 ) 



1 1 za | a | < 1 
■j za |i| ■ 1 
0 za | a | > 1 

0 (a>l, n€N) 




-►o Igmx m 




NEPREKIDNOST FUNKCIJA 

Da bi funkcija f (x) bila neprekidna u taCki x = a 
moraju biti zadovoljem slijede£i uslovi: 

a) Funkcija mora biti definisana u okotini tadke 
x * a 

b) Funkcija mora imati graniCnu vrqednost kad 
x -*a tj. lintf(x) 

x~* a 

c) GraniCna vrijcdnost funkcija kad x ~*a mora bi 
ti jednaka vrijednosti funkcije u taCki X * a 

lim f(x) * f(a) 
x->a 

Funkcija f (x) jc neprekidna u intervalu (a, b) ako 
je neprekidna u svakoj taCki interval a. 

Funkcija je neprekidna za vrijednosti x ako je 
lim Ay = 0 gdje je: 

Ax-K) 

A x prirast argumenta x, a Ay prirast funkcije koji 
odgovara da tom prirastu argumenta tj. 

Ay * f (x+Ax) - f (x) 


POJAM IZVODA FUNKCIJE 


Izvodom funkcije f (x) u tadki x = a naziva se ko- 
naCna gramCna vrijednost u taCki a koli£nika pri- 
raStaja funkcije i priraitaja argumenta kad priraS- 
taj argumenta teii nuli (x-*a), tj. 


f (a) c lim 

x~* 



f ’ (a) - prvi izvod funkcije u taCki a. 
Izvod funkcije f (x) u taCki x je: 


r (x) * lim 
Ax~+o 



Ay dy 
Ax’dx 



IZVODI ELEMENTARNIH FUNKCIJA 


Funkcija Prvi izvod 





y * ctgx y’ 


y * arcsinx y’ 


y = arccosx y’ 


y * arctgx y’ 


y * arcctgx y’ 


y «shx y' 


y B chx y* 


y * thx y* 


y * cthx y* 


y* 


y = Arshx 










Pravila o nalaienju izvoda 

Ako su f (x) i g (x) funkcije nczavisno promjenlji- 
vc x i ako imaju prvc izvode P (x) i g’ (x) onda 
vrijedi: 

(f (x) ± g (x)]'» f' (x) ± g’ (x) 

Wx) g (x)l‘ = f* (x) g (x) + f (x) g' (x) 



[cf(x)]' = cf'(x) 




IZVOD SLOVENE FUNKCIJE 

Funkcija y = y (u) gdje je u = u (x) ima prvi izvod 
po x 

y’(x) = y’(u)u’(x) 


Primjeri izvoda sloienc funkcije 


Funkciia 


[f (x)] n 
,«*) 

e'<*> 

In lf(x) I 

«in [f (x) l 

cos [f (x)l 

tg[f(x)l 


Izvod 


y’-n^x)]"' 1 f’(x) 
y' M f(,) Ini ■ r (x) (a>0; 

y’ 3 e r <*) f’ (x) 

v -.rixl 

y f(x) _ 

y* = f’ (x) cos [f (x)l 
y’ = —f* (x) sin [f (x)] 


: x 


cos J [f(x>] 
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IZVODI VlSEG reda 

Izvodom drugog reda funkcije f (x) (drugi izvod) 
naziva se izvod prvog izvoda te funkcije, tj. 

y ' (x) - [y' (x)]' 

Izvodom n-tog reda (n EN ) naziva se izvod izvoda 
(n-l>og reda te funkcije, tj. 

y (n > (x)* [y (n l) (x)] 


LOPITALOVA TEOREMA 


Granifina vrijednost neodredenih izraza (oblika 

oo 

— ) mole se odrediti pomodu Lopitalove teoreme 


koja glasi: 

to 111*1 

x-*a «<*) x^a & W 




pod uslovom da navedeni izvodi postoje. 
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ISPITTVANJE TOKA FUNKC1JE 

Dt bi ispitali tok funkcqc y * f (x) i nacrtali njcn 

grafik potrebno jc ispitati slijedede elemente : 

1. Utvrditi oblast deflnisanosti funkeije ukoliko 
je data analitidkim izrazom. Npr. f Y (x) ■ 2x+3 
definisana ra v x; f 2 (x) * y/2-x dcfinisana jc 

za x < 2 (xG(-oo i2 )) 

2. Utvrditi da li postoje realne nulc funkeije i od- 
rcditi ih ako postoje. Nulc funkeije su ijeScnja 
jednadine f (x) ■ 0. 

3. Odrediti tadke prekida funkeije. Tadke preki* 
da su tadke u kojima funkeija nije definisana 
ili tadke u kojima ne postoji konadna granidna 
vrijednost ili tadke u kojima je lim f (x) * f (a). 

4. Odrediti stacionarne tadke. To su rjeSenja jed¬ 
nadine f* (x) = 0. 
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5. Odrediti intervale monotonosti i karakter mo* 
notonosti u svakom od ovih intervala. Funkcija 
fl[x) je monotono rastuCa (opadajula)u interva- 
lu (a, b) ako je u tom intervalu f *(x) > 0 
(f (x) < 0). Ako u datom intervalu vrijede re- 
lacije P (x) > 0 (P (x) < 0) funkcija je neopa- 
dajuda (nerastuCa). 

6. Utvrditi eventualne tafike ekstrema. Funkcija 
f (x) ima u tafiki x o maksimum ako je f’(x o )«0 
i F* (Xq) < 0, a minimum ako je f (x Q ) = 0 i 
ako je f* (x 0 )> 0. 

7. Ispitati konkavnost i konveksnost kao i prevoj- 
ne taCke. Prevojna tafika je tafika u kqjoj je 
f* (x) = 0. Kriva je u intervalu (a, b) konkavna 
ako je f * (x) > 0 u tom intervalu, a konveksna 
ako je P* (x) < 0 u tom intervalu. 
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8 . Odrediti eventualno postojele asimptote.Asimp- 
tote su prave koje imaju osobinu da rastojanje 
taike, koja se kre6e po krivoj y = f (x), od pro¬ 
ve teii nuli kad x ili y teii u beskonaCnost. 

Funkcija y = f (x) ima za asimptote: 

a) Vertikalnu asimptotu x = a ako je 

lim f (x) = ± °° 
x-^ 

b) Kosu asimptotu y = kx + £ ako postoje: 
k = lim i 8 = lim [f (x)- kx] 

*-►±00 x X~^± 00 

(za k - 0 dobije se horizontalna asimptota 
y = £). 

Na osnovu ovih podataka mote se nacrtati grafik 
funkcije y = f (x). Ispitivanje se mote pojednosta- 
viti ako je funkcqa pama (f (-x) = f (x)), nepama 
(f (-x) = -f (x)) ili periodiCna 

(f (x + k p) = f (x)) (p-period) , 



PRIMITIVNA FUNKCIJA 

Primitivnom funkcijom funkcijc <(x) naziva sc 
funkcqa F (x) Ciji je izvod jednak funkciji f (x), 

F' (x) * f (x) 

Kako je [F (x) ♦ cf * F* (x)■ f (x) (jer je c * 0), 
to slijedi da ako funkcija f (x) ima primitivnu 
funkciju, tada postoji i beskonadan skup primitiv- 
nih funkcija funkcije y = f (x) koje sc razlikuju za 
konstantu. 

NEODREDENI INTEGRAL 

Skup svih primitimih funkcija neprekidne funk- 
eye f (x) naziva te neodredenim integralom te 
funkcije y. 

/f(x) dx * F (x) ♦ c 

gdje je F (x) primitivna funkcija funkcije f (x) a 
c proizvolj na integraciona konstanta. 


TABUCA NEODREDEN1H INTEGRALA 


Poiazedi od tablice izvoda elementamih funkcija 
mo2e ae neposredno dobiti tabeia najprostijih ne- 
odredenih integrala. 





/ 


f 


dx 

cos 2 x 


dx 

sin 2 x 


dx 


tgx + c 


-ctgx + c 


1-x 


arcsinx + c = -arccosx + c 
(lx| < 1) 


f— 

J l+> 


arctg* + c = -arcctgx + c 



/: 


dx 


x' + l 


Arshx + c = 8n (x+ \/x 2 +l)+c 


P dx _ 

Jv^ r 


‘ dx 
1 —x" 


% dx 


= Archx ♦ c * In (x ♦ y/x*-l)+c 

(lx| >1) 


= Arthx + c=-jln 

(Ix|<l) 


= — Arcthx + c =' 2 _ In + c 

(|x|> 1) 


OSNOVNA PRAV1LA ZA INTEGRIRANJE 
Integral zbira i razlflce funkdja 

/[f(x) ± g(x)] dx = Jf (x) dx ± Jg (x) dx 

Integral funkdje sa konstantnim faktorom 


/c f (x) dx = c / f (x) dx 
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Porijedica 

ilc, f, (x) ± c,f, (x) ± ... ± c n f B (x)] dx = 

“Ci /ft (x) dx ± cj /f,(x) dx ± ... t c a ff m (x) dx 

lntegracga metodom supatitudje 

ff (x) dx = ff [f (u)] f (u) du 
gdjeje u nova promjenljiva 

Pardjaina integncqa 

/udv = uv - fv du 

gd|e su u i v funkcije nezaviano promjcnljive x. 


INTEGRA LI RACIONALN1H FUNKCUA 






2 - fax+Y “’f ln |ax + b| 

3 / x (ax + b) " dx " 


(n + 2) 
(n*-l. 


(ax+b) n4 ‘ 

» 5 (n+l) 

• 2 ) 


4 . 




5. 




6 . f_*dx 

J (ax+b 


' xdx 1 r b 

(ax+b) a * IP l(n-l)(ax^'b) ,, • , 


n-2) (ax+bV 1 * 


(n ¥* 1;2) 


199 


M 


x 2 dx 
ax+b 


f- 

J(* 

fsi 

J (a: 


dx 


« Jy | Ux+b) 2 : 
+ b 2 ln|ax + b|J 

= ~3 J^ax + b - 2 


2b(ax+b) + 


ax + b — 2bln | ax + b |- 


a 2 dx 
(ax+b) 


10 


' J(a: 


Pdx 

(ax+b)“ 


P [t * 1 |ax+b l+~ 

j_r_i 

a 3 L ( n —3) (ax 


2b 

ax+b 


x+b ‘•sj 

2(ax+b) 2 1 


3)(ax+b)"- 


_2b_ 

(n-2) (ax+b) n 


(n-1) (ax+b) n 


1-1 

ix+b) n ' J 


(n*l;2;3) 


11 


/; 


dx 


x(ax+b) 


1 . ax+b 
“b 1 " — 
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, 7 r dx_ 

J ax 2 +bx+c 




1 . 2ax+b 

-4ac 2ax+tr 


4ac-b J <0) 


18. (—5^7- * -J— In I «x J + bx + c| - 

J ax J +bx+c 2a 


xdx 




dx 


ax'+bx+c 


19. 


f 


dx 


♦ b 


(ax^+bx+cf (n-1) (4ac-b J ) (ax^bx+cf 


(n-l)(4ac-t 


* dx 
(ax^bx+c)*- 


(n#l) 
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20 . 


f, 


xdx 


(ax +bx+c) n 


_ bx + 2c _ 

(n-1) (4ac-b 2 ) (ax 2 +bx+c 
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h 


dx 

(ax 4 +bx*c) 


2c 


In 


_x; 

ax 2 + 


_b_ r dx 

2c J ax 4 +bx + c 

INTEGRA LI IRACIONALNIH FUNKOJA 

1. J*V* 2 -* 2 dx *-j(x\/a*-x a +a a arcsini) 

(|x| <a) 

2. / xv/a 1 -x 2 dx - --j(a 2 -X J )v/a J -x 2 

(|x| <a) 
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(lxI <•) 

(lxI < a) 



(lx|<a) 


6. f v/x J + a 2 dx =y(x v 4 1 +a 2 +a 2 Anh -5) 

7. J' xVx J +a 2 dx *y (x 1 +a , )\/x 1 +a J 









20. P —yJB— . = ln|2\/a(ax 2+ t)x+c) + 

J Vax + bx+c va 

1 2ax ♦ b 

♦2ax+b|=-7=:Arih -===<i>o,4ac-b 2 >0) 

V* V^ac-b 


dx 


Vi" 


«n|2ax + b| 


(a>0,4ac-b 2 =0) 



. 2a x+b 


(»<0;4ac-b 2 <0) 
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INTEGRAL! TR1GONOMETR1JSKIH 
FUNKCIJA 


1 . /sinaxdx = ——cosax 


2 . /sin n axdx = - 


sin" 'ax • cosax 

na 


+ ^--^/sin n * 2 axdx 
n J 


(n> 0) 


3. /x sinaxdx 


sin ax x cosax 


x n n 

4. /x n sinaxdx =-cosax + —/x""' cosaxdx 


5. J*““ dx 


ax_i!fiI 3 + M 5 _ + 

33! 5-5! — 


(n > 0 ) 


6 . / «5« dx = _ > 4SL + -X- fiSH* dx 

j ^ n-1 * nl n-ld x n l 
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13. / cosaxdx = ~-sinax 

14. / cofuix t*"* + 

♦ -®jp / coi B ' 2 txdx 

15. /xcosaxdx=^P + 

a 3 • a 

16. /x n cosaxdx Jx 0 * 1 linaxdx 

„./£SSL 
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(n > 1) 



22, J 1 -cosax a ctg ~T 
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“■/rffc- -**?♦*»-y*i 

25 «-■}-** 

26 fast- - 4 ** 

27 ' f cosix^iinax = ^ Sn lt ^'¥' t J 1 ) 1 

28 . f( cosax ± sinax) 1 2a ? 4 ^ 



± ax + 


+ fin I cosax ± sinax I] 



31. /tgaxdx 


j-£n I cosax I 
32. /tg n axdx = tg n 1 ax - 

- / tg n ’ 2 axdx ( n# 1) 

33 7 £^tmU tgn+lax (n#i) 

»• JV?rr" * f ♦ i- *° ta,, “ * °°“ 1 

36. /ctgaxdx * £n I sinax I 

37. /ctg"axdx = j ^ 1 yctg" 1 ax- 

- /ctg"‘ 2 axdx 


(n# 1 ) 
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INTEGRAL! EKSPONENCUALNIH FUNKCTJA 

1. /e“dx--J-e“ 

2. fjLe‘'dx = ~- (ax -1) 

I 

3. /x*e**dx * + \) 

a a* r 

4. /x"e“dx--j-x“e“ -{L/x-‘e“dx 

5. /«=*.,.1.1.ft, 
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Ji 


dx 


-Lf-^ + a 

n-1 ' x rtl « 


e*“dx 


)(n * 1) 


7 Je**2nxdx =Y(e* , fin 1x1— J*—■ 


8 . 


J*e“ 


sinbxdx = y^* (asinbx—bcosbx) 


9. 




• x 


ax 


cosbxdx 


» 5 +b 


(acosbx + bsinbx) 


/ > «•***«“' ! v 

c ix $in n xdx = —=-j- 5 (asmx-ncosx) ♦ 

a + n 3 

£•*sin" 2 xdx 
a 3 ♦ n 3 J 


ll.J* c lx cos n xdx*- 


# *cos n ‘ , x 

- y -p— (acosx ♦ nsinx) + 




•x„„_n-2 


cos xdx 
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INTEGRAU LOGAR1TAMSKIH FUNKCIJA 

Za x > 0 vrijcdi: 

1. / Cnxdx = x (£nx - I ) 

2. /(£nx) 2 dx = x (£nx) 2 - 2x£nx + 2x 


J. /(£nx) n dx = x (£nx) n -n /(£nx) n l dx (n#-l) 


4 L 
5 X 


dx 

2nx 


dx 


8n|&»i + enx+ifff J + fff 3 + ... 




(n-l)(8nx)" 


•-f 

n-1 J 


dx 


(£nx) n * 


(n*l) 


6. /x*8nxdx -i-'Q-SuH-*- 1 ) 
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7. fx m (t n x) n dx= * a "( e * x )'‘ - 

^ m + 1 

- S+rJ* m (finx)"' 1 dx (m; n * -1) 

8 . f (8nx) n dx _ (Cnx)-* 1 

« x n+1 





(n>* 1); (n*-l) 


11 


/ 


x m dx 

(£nx)' 


m ♦ 1 


(n—1) (£nx)‘ 



m-M 

n-1 



(n* 1) 
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12 IJt =enlen * 1 

13. " 3 fin ttiw(-(ft-I)Cnx + 



15. /sin(Cftx) dx »-“[stn (Cnx) - cos(Jnx)] 

16. /co*(2nx)dx»^(liii(Biix)4cos(£nx)J 

17. /e”8iudx«j((l“*nx-/£—-) 




INTEGRA U CIKJjOMETRUSKIH (INVERZNIH 
TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA) 


a -x 


!. /arcsm-^dx » xarctin Va 1 -x 3 
2. /xarcainydx * —^-) arcsiny ♦ j 


—x 


X . X 


3. /x 2 arc*m-^dx 


x a ♦ 2a 2 


-x 


4. /arccos-dx «: 

5. /xarccoa jdx = 

6. /x 2 arccos—dx 




- Va* -x 


-x 1 a 1 . * * 

(y ~ f) arcco* j- 4 

x* x x 1 +2a* 
• J wcco» T - 


a 2 —x 


a — x' 


7. /arctgy dx = xarctg j gn (a 3 + x 1 ) 


8. /xarctg-^dx =» —^— 


. x ax 
arctg-- -j 
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9. Jx’ucttfdx-fW^-^H’to^+x 3 ) 

10 . 


(n#-l) 


11. /arcctg-j dx ■ xarcctg-^+y £n (a 2 ♦ x 2 ) 


12. /xircctg—dx 


a a *x 2 


* X A 1X 

arcctg -+ -y 


13. /x 2 arcctg-- dx * y arcctg- j♦ ^—-y 8n(» a +x 2 ) 


14. /x“ arcctg jdx 


£_ l 

n+1 


arcctg 




dx 


(n*-l) 
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INTEGRAU HlPERBOLlCNIH FUNKCIJA 


1. /shaxdx =~ch*x 


2. /chaxdx =—shax 


3. /sh 2 axdx 


i* 2 **-! 


4. /ch 2 axdx sh2ax 


/ 


dx 

shax 


J-*n|thf | 




chax = 7 arctg e 


• X 


7. /xshaxdx =»~xchax - shax 


/xchaxdx =—xshax - - 

a a 

/thaxdx=-^£n |chax| 

21 

/cthaxdx* —£n Ishaxl 


chax 
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INTEGRAL! INVERZN1H FUNKCUA 

wperboliCnim funkcijama 


1. /Arsh — dx «* xArah *- >/x* + a 

a a 

2. /Arch jdx = xArch^- 

3. JArth^-dx * xArth — * ”“£n la 2 —x 2 l 



4. /Arctgydx = xArcth~+^ £n !x 2 -a 2 | 


ODREDENI INTEGRAL! 

Vrijodnost odredenog integraia jc: 
b 

/f(x)dx = F(x)l a * F(b) - F(a) gdjeje: 

F(x) - primitivna funkcija funkcije f (x) tj. 

P (x) - f (x) 
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Ncke oaobine odredenog integraia 

}t[X) dx - - / f (x) dx 
a 

/f(x)dx*0 

a 

5 c 

/ f (x) dx = /f(x)dx ♦ /f(x) dx (a < c < b) 

/ [f (X) + «Cx)-h(x» dx-/ f(x)dx ♦ 

■ a 

+ /B(x)dx -j^i(x)dx 

■ a 

Id (x) dx * £ Jf (x) dx 




PRIMJENA ODRE DENOG INTEGRA LA 


Izradunavanje povriine krivfli 

, b A’ 

Integral /f(x) dx predstav- 
lja vrijeanost povrSine lika 
koji je ograniden krivom 
y = f (x) i pravim x = a, 
x = b i y = 0 ako je 
f (x) > 0 i a < x < b. " 




Izradunavanje zap re mine obrtnih tijela 


Ako je neka povrSina ogra- 
nidena krivom y = f (x) i 
pravim x = a, x = b i 
x - 0, tada je zapremina 
tijela nastalog rotacijom 
date povrSine oko x ose 
jednaka: 
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